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Capitulo 1

Realimentacao de Estados

1.1 Introducao

As mudancas de base por meio de transformagoes de equivaléncia afetam o
formato exterior das equacgoes dinamicas de uma dado sistema, mas estas
mudancas sao especiais, pois varias grandezas permanecem inalteradas na
nova base, como por exemplo os autovalores, o polinomio caracteristico, a
funcao de transferéncia, a controlabilidade e a observabilidade, etc. Estas
propriedades ou grandezas sao chamadas de invariantes, por permanecerem
as mesmas apos a mudanca.

Passamos agora a estudar um procedimento cujo resultado final é equiva-
lente a alterar bem mais do que o formato exterior das equagoes dinamicas,
causando mudancgas profundas na estrutura interna do sistema. Estas mu-
dancas serao desejadas no estudo de sintese, onde o objetivo ¢ exatamente
esse: agir em um dado sistema até que ele passe a exibir um comportamento
desejavel. Uma das ferramentas possiveis para se atingir esta finalidade é a
realimentacao de estados. A ela:

1.2 1Idéias Basicas

O sistema a se estudar, considerado linear e invariante no tempo, sera repre-
sentado por:

it) = Az(t) + Bu(t);  x(ty) = 2°
S = e

onde as matrizes A, B,C tem dimensoes (n X n),(n X m) e (r X n), res-
pectivamente, significando que temos m varidveis de entrada, r varidveis de



saida e o espacgo de estados é n-dimensional. Muitas vezes, o sistema ori-
ginal sobre o qual se trabalhard é chamado de Planta, ou entao de Sistema
de Malha Aberta. Esta ultima denominacao é explicitada pelo simbolo S,
acima. Veremos agora os efeitos de substituir a entrada wu(-) por uma com-
binagao linear das varidveis de estado somada a uma nova entrada v(-), com
m’ componentes. A expressao matematica para isto é

u(-) = Fa() + Gu()

onde as matrizes F' ¢ G tem dimensoes (m x n) e (m x m'). Um diagrama
de blocos ilustra bem esta situagao, como sempre o fazem, alids:

Y

O sistema com entrada v(-), saida y(-), e estado z(-) serd chamado de
sistema de malha fechada; sua equacao dinamica pode ser obtida facilmente:

{ )

Azx(t) + BFz(t) + BGu(t);  z(tg) = 2"

y(t) = Cx(t)
{ i(t) = (A+ BF)a(t) + BGu(t);  a(to) = a°
y(t) = Ca(t)

Vemos que o sistema de malha fechada apresenta o mesmo espaco de
estados, 0 mesmo espago de saidas e uma nova entrada v(-), sendo descrito
por

s, [ i) = Ap(t) + Bty alty) ==
y(t) = Cx(t)

onde a matriz Ay é definida por Ay = A+BF e By = BG. Nas aplicacoes que
nos interessam no momento, G pode ser considerada a identidade: G = I,,,.
Com isto temos By = B e a expressao bdsica para a realimentagao de estados
passa a ser

u(-) = Fal) + ()



Qual o efeito das realimentacoes de estado nas propriedades importantes
de um sistema? O resultado abaixo responde isso para a controlabilidade, ga-
rantindo que essa caracteristica, ou a sua ausencia, permanecem inalteradas
apos a realimentacao.

Teorema 1.2.1 O sistema de malha fechada Sy € controldvel para todo F
se e somente se o sistema de malha aberta S, também o for.

Demonstragao:
Sejam as matrizes de controlabilidade para os sistemas de malha aberta e
fechada dadas, respectivamente, por

Uy=|BAB ... A"'B] e U;=[BAB ... A}/'B

Se Uy tem posto completo para qualquer valor de F', seu posto serd com-
pleto para F' = 0. Isto significa que controlabilidade da malha fechada
implica em controlabilidade da malha aberta. Ao invés de empregar um
argumento matricial semelhante para demonstrar a reciproca, usaremos a
defini¢ao de controlabilidade. Se em S, temos uma entrada u*(-) que trans-
fere o estado de sua posigao inicial (0) em ¢t = 0 para a posicao final z(t;) em
t =ts, em Sy teremos v*(-) = u*(-) — Fx(-) acarretando a mesma mudanca.

O enunciado do teorema acima garante apenas que a controlabilidade é
mantida por realimentacoes de estado, mas ¢é simples demonstrar, por mani-
pulacoes matriciais, que o posto de U,, qualquer que seja ele, é idéntico ao
de U independentemente da F' considerada. Os leitores sao convidados a
trabalhar nos detalhes algébricos. O fato importante a ser inferido é que a
controlabilidade nao pode ser destruida ou criada por meio desta ferramenta:
suas caracteristicas sao perfeitamente preservadas pela realimentacao de es-
tados.

Embora a controlabilidade permaneca intacta, o mesmo nao se pode dizer
da observabilidade: esta propriedade pode ser alterada por meio de reali-
mentagao de estados. Alguns esquemas de sintese fazem uso deste fato: se
queremos corrigir determinadas caracteristicas indesejaveis de uma planta,
basta destruir a observabilidade delas. Essas caracteristicas continuam a
existir e continuam a ser indesejaveis, elas apenas deixam de contaminar a
safda do sistema. E como varrer o lixo para baixo do tapete, esconde a sujeira
mas nao se pode dizer que o problema tenha sido resolvido. Ha filosofias de
sintese bem mais eficientes, e honestas, do que esta.



A realimentacao de estados também se mostra capaz de escolher com
certa liberdade os autovalores do sistema de malha fechada, como se poderia
verificar facilmente por meio de exemplos. Isto suscita algumas questoes, de
grande aplicabilidade no campo da sintese: até que ponto é possivel usar
uma realimentacao do tipo u = Fx + v para modificar o efeito de autovalores
indesejaveis de uma dada planta? onde é possivel colocar os autovaloreses da
malha fechada? sob que condicoes? O principal resultado desta secao — e
um dos mais importantes de toda a teoria de sistemas lineares! — apresenta
os efeitos de uma realimentacao de estados, mostrando toda a riqueza e poder
dessa técnica.

Teorema 1.2.2 Teorema da Alocagao dos Autovalores

Os autovalores da malha fechada podem ser arbitrariamente designados
por uma realimentacgdo de estados u(-) = Fx(-)4v(-) se e somente se a malha
aberta é controldvel.

Este teorema da localizacao, ou alocagao, ou designagao dos autovalores
diz que o comportamento dinamico da malha fechada pode ser arbitraria-
mente escolhido se e somente se a malha aberta for controlavel. Sua im-
portancia é profunda tanto em aplicagoes praticas como em investigacoes
tedricas, pois a total liberdade na escolha do espectro da malha fechada é
uma propriedade muito poderosa e altamente desejavel. Algumas pessoas
usam a terminologia Alocacao de Podlos, baseados nas relagbes conhecidas
entre os autovalores de A e os pdlos da matriz de transferéncia.

Antes de prosseguir, um aviso sobre o termo “arbitrario” empregado nas
ultimas linhas. Se um dos autovalores de uma matriz real for complexo,
o complexo conjugado também sera autovalor; deste modo, escolher arbi-
trariamente os autovalores da malha fechada significa escolher um conjunto
arbitrario de valores onde os complexos aparecem sempre em pares conju-
gados. Para formalizar estas idéias podemos definir Conjunto Simétrico
como um conjunto de niimeros complexos simétricos com relagao ao eixo real,
ou seja, quando um dado complexo z pertence a um conjunto simétrico, seu
conjugado Z também pertence. Sendo o sistema de malha aberta S, repre-
sentado pela tripla de matrizes < A, B,C' > com o espectro de A dado por
AMA) = {1, A2, ..., A}, e sendo A* um conjunto simétrico de n nimeros
complexos totalmente arbitrarios o teorema diz que:

JF tal que NM(A+ BF) =\ <= < A, B > ¢ controlavel

A demonstracao da validade desse teorema sera dividida em partes. Co-
megaremos pela mais réapida:



Demonstragao. A condicao é necessaria:

Devemos mostrar que se os autovalores da malha fechada podem ser livre-
mente escolhidos por F' entao a malha aberta é controlavel. Para isto, supo-
mos inicialmente a incontrolabilidade de < A, B >. Sabemos pelo teorema
da decomposicao canonica que existe uma base do espaco de estados que
explicita as partes controlavel e incontrolavel do sistema, ou seja, existe uma
matriz inversivel () tal que a transformagao de equivaléncia x = Q& faz com
que S, seja representado na nova base pela tripla < fl, B , C > onde

A:[All 412‘| e B ;)1‘|

Uma realimentacao de estados u = F'z + v na base original é equivalente
a realimentacao u = F'2 + v na nova base, onde F' = F'(). Para implementar

esta ultima lei é preciso particionar F' de acordo com o tamanho dos blocos
A

ij
F=[Fh B
As matrizes que descrevem o sistema de malha fechada na nova base sao:

A+ BEF = An‘i‘BlFl Aufélpz o B Bl
0 Ago 0

Alguns dos autovalores da malha aberta, aqueles contidos em A(Ay),

fazem parte do espectro da malha fechada, forcosamente. Isto significa que
nao haverd liberdade total na escolha de A(A + BF). |

Os argumentos acima mostram que modos incontrolaveis de um sistema
sao insensiveis aos efeitos de realimentacoes de estado: os autovalores nao po-
dem ser “movidos” e permanecem fincados no mesmo lugar. Alguns autores
descrevem esta situagao usando o termo, bem apropriado, Modos Fixos.
Os modos fixos de um sistema seriam aqueles incontrolaveis, incapazes de
serem deslocados por realimentacoes de estado.

Uma parte do teorema 1.2.2 ja foi estabelecida, falta demonstrar que se
um modo é controlavel temos liberdade total para “mové-lo” ou, de uma ma-
neira mais geral, se o sistema de malha aberta é controlavel temos liberdade
total na escolha dos autovalores da malha fechada. Trataremos deste pro-
blema nas proximas secoes: sendo conhecidas a planta e as localizagoes para
onde se deseja mover os autovalores, deveremos encontrar uma realimentacao
de estados que faca o servigo, ou entao concluir que ela nao existe. Alguns



dos métodos apresentados servirao para demostrar, de maneira construtiva,
a suficiencia da condicao acima. Para tornar mais claros os desenvolvimen-
tos, consideraremos separadamente sistemas com apenas uma ou com varias
entradas.

1.3 Sistemas Com Apenas Uma Entrada

Como as relagoes de saida nao nos interessam no momento, podemos consi-
derar a planta dada por

So{ i(t) = Ax(t) + bu(t);  a(ty) = 2°

onde representamos a matriz B pelo vetor b para enfatizar que se trata de
um sistema monoentrada. Seja

Ay(s) = 8" 4+ ap_18" 1+ -+ ais+ag

o polinomio caracteristico de A. Supondo que os autovalores desejados para
a malha fechada sao A}, \5,... )\, a matriz I, que denotaremos por f por
conter apenas uma linha, deve ser escolhida de tal maneira que o polinomio

caracteristico de A + bf seja dado por
Ap(s)=(s=A)(s=A5) ... (s = X)) =s"+a,_s" '+ +ajs+a

Analisaremos trés métodos distintos para o problema em pauta. O pri-
meiro deles esmiuca detalhadamente a estrutura do problema, evidenciando
de maneira clara as dificuldades envolvidas. As solucoes propostas pelos
dois métodos restantes sao bem mais interessantes do ponto de vista pratico,
e permitirao demonstrar, de forma elegante e construtiva, a suficiéncia do
Teorema da Alocacao dos Pdlos para sistemas com uma tnica entrada.

1.3.1 Meétodo da Forca Bruta

O problema de escolher os autovalores da malha fechada através de reali-
mentacao de estados serd discutido com o auxilio de exemplos. Os resulta-
dos permitirao entender os mecanismos internos postos em jogo, motivando
assim a apresentacao de métodos mais gerais, capazes de providenciar provas
elegantes para a suficiéncia do teorema 1.2.2. O método é simples: supomos
uma matriz de realimentacao geral e impomos, ‘na marra”’, as condic¢oes
desejadas para a malha fechada.



Exemplo 1.3.1 Seja o sistema dado por

1 10 1
=101 1 |lxz+|1]|u
0 0 1 1

Como ele se encontra na Forma de Jordan, os autovalores podem ser
obtidos por inspecao: N(A) = {1, 1, 1} e A,(s) = s>—3s*+3s—1. Deseja-se
os autovalores em —1: \] = X5 = A\; = —1. Considerando uma realimenta¢ao
de estados caracterizada por f = [f1 fo f3] a malha fechada seria descrita
por

I+fi 1+f  fs
A+bf = i 1+f2 1+f3
Ji Jo 1+ fs

Calculando o polinémio caracteristico A¢(s) para esta matriz:
Ap(s) ="+ (=3=fi— fo= )" + B+ fu+ fa+2fa)s + (=1 = f1 = f3)

Igualando os coeficientes deste polinomio aos coeficientes do polinémio
desejado A*(s) = (s +1)3 = s® + 3s® + 3s + 1, obtém-se as equagoes:

3-h—-fo— /s
3+ fit+tfot2fs = 3
—“1-fi—fs =1
cuja resolugao fornece fi = =8, fo = —4 e f3 =6, donde se monta a matriz

de realimentacao procurada.

O procedimento empregado neste exemplo é um tanto quanto cego, pois
todo o desenvolvimento é efetuado sem o conhecimento prévio da existéncia
de solugoes. Apenas na etapa final, na anélise do sistema de equacoes, havera
uma resposta a este problema. Outro inconveniente desagradavel reside no
fato de as matrizes e polinomios envolvidos serem literais. Embora haja
no mercado pacotes de computacao simbélica capazes de resolver problemas
como esses, o seu uso ainda nao ¢é tao disseminado quanto o dos pacotes
numéricos.

H&4 um outro aspecto. Em varias situagoes de pesquisa e didaticas, é
muito interessante resolver problemas como o acima na mao, pois com isso
se ganha uma visao mais detalhada da estrutura interna. Para um exemplo
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como este, de ordem 3, a trabalheira ainda é factivel (bem ... mais ou
menos . .. ), mas para ordens mais elevadas a complexidade das manipulagoes
poderia rapidamente inviabilizar os desenvolvimentos.

O ponto decisivo do método acima é um sistema de n equacoes com n
incégnitas. Sabemos que a discussao e a resolucao de tais sistemas podem ser
facilitadas quando eles estao na forma escalonada ou, melhor ainda, na forma
diagonal; nessas situacoes os procedimentos se tornam triviais. Um problema
interessante surge: ¢é possivel colocar o sistema de equagoes responsavel pela
alocacao de autovalores em uma forma camarada? como deveriam ser as
matrizes A e b7

Exemplo 1.3.2 Seja o sistema dado por

0 10 0
=10 O 1 jxz+1]0|u
1 -3 3 1

O polinomio caracteristico pode ser obtido facilmente, por estar A na
forma companheira: A,(s) = s* —3s® +3s— 1, resultando \(A) = {1, 1, 1}.
Como no caso anterior, deseja-se 0s autovalores: A} = Aj = A\ = —1.
Considerando uma realimentacgao de estados caracterizada por f = [fi fo f3]
a malha fechada seria descrita por

0 1 0
A+bf = 0 0 1
1+ff -3+fy 3+ f3

Calculando o polinomio caracteristico A¢(s) para esta matriz:
Ap(s) ="+ (3= f3)8" + 3= fa)s+ (-1 = f1)

Igualando os coeficientes deste polinomio aos coeficientes do polinémio
desejado A*(s) = (s +1)3 = 83 + 3s? + 3s + 1, obtém-se o sequinte sistema:

—-3—fy = 3 (1.4)

3—f = 3 (1.5)

“1—f = 1 (1.6)

cuja resolucao € trivial, fornecendo f; = —2, fo = 0 e f3 = —6, donde se

monta a matriz de realimentacao procurada.

As especulacoes anteriores a este exemplo parecem ter sido respondidas
por ele: o sistema de equagoes obtido é diagonal e permite solucao direta.
Qual o segredo da mégica? é sempre possivel repeti-la? Estes detalhes serao
elaborados, e respondidos, na proxima secao.



1.3.2 Forma Canonica Controlavel

No 1ultimo exemplo da secao anterior a malha aberta era caracterizada por
uma matriz quadrada na forma companheira e por uma matriz coluna cujo
unico elemento nao nulo ocupava a ultima linha. Para verificar se as fa-
cilidades encontradas nesse exemplo tem origem nessa particular estrutura,
consideremos um sistema descrito por uma equacao dinamica nesse formato:

0 1 0 ... 0 ] 0]
0 0 1 0 0
it)=| 0 0 o e+ e @)
. X 0
| —ag —a; ... ... —Gp_q | L 1_

Devido a estrutura de A, seu polinomio caracteristico é encontrado por
inspecao dos elementos da tultima linha: basta inverter seus sinais e associa-
los as poténcias de s. Obterfamos Ay(s) = 8" + a,_15" L + -+ + a5 + ag.
Uma realimentacao de estados u(t) = fz(t)+ov(t) = [f1 fa ... fa]z(t)+v(?)
acarretaria uma malha fechada descrita por

#(t) = (A+bf)a(t) + bu(t)

A forma de b garante linhas nulas em bf, com excecao da tltima, composta
pelos elementos de f. Assim, a malha fechada passa a ser descrita por

I 0 1 0o ... 0 i [0 ]
0 1 0 0
i(t) = 0 0 : s(®)+ | ¢ [u)  (1.8)
I : 1
L fi—a0 fo—ar ... ... fo—an_1 ] _1_

A matriz A 4+ bf continua em forma companheira, por especial cortesia
das estruturas de A e b, e isto permite a imediata obtencao de seu polinomio
caracteristico:

Ap(s) = 8" + (an-1 — f)s" " 4+ (a1 = f2)s + (a0 — f1)

Cada coeficiente deste polinomio depende de um tunico elemento de f,
logo a tarefa de escolher os autovalores da malha fechada recai na de solu-
cionar um sistema de n equacoes, n incégnitas e diagonal. Deste modo, os
fatos encontrados no exemplo (1.3.2) sdo apenas casos particulares de uma
realidade mais geral: o problema de alocar os autovalores da malha fechada



¢é praticamente trivial quando a malha aberta exibe a estrutura mostrada
nas equagoes dinamicas 1.7. Mas esta é a estrutura vista na secao 7?7 para a
Forma Canonica Controlavel, FCC, a menos da equacao para a saida.

E quando a malha aberta nao apresenta essa comoda estrutura? Poder-se-
ia pensar em uma mudanca de bases que a colocasse na FCC. A realimentacao
de estados seria feita nessa nova base, e teriamos assim resolvido o problema,
com o onus extra de uma mudanca de bases inicial. Esta linha de acgao é
perfeitamente viavel, como se vé no préximo resultado, que estabelece as
condicoes para a existéncia de uma tal mudanca de bases incial.

Lema 1.3.1 Se um sistema monoentrada ¢ controldvel, existe uma base na
qual as equacoes dinamicas que o representam exibem a estrutura da Forma
Canonica Controldvel, mostrada em 1.7.

Em outras palavras, sendo < A,b > controlavel, é possivel colocar suas
equacoes dinamicas em um formato que facilita sobremaneira a escolha do
comportamento dinamico da malha fechada. Seja entao a transformacao de
equivaléncia x = QT que acarreta, na nova base,

[0 1 0 ... 0 7 [0 ]
0 0 1 0 0
zt)=1] 0 Ft) 4+ | [ u() (1.9)
: 1
Ll —Qp —ai1 ... ... —0ap_-1 | L 1 |

Apos representar o sistema de malha aberta em sua Forma Canodnica
Controlavel podemos usar a realimentacao de estados na nova base:

u(t) = fa(t)+ot) =[A fo -+ ful@() +0(D)

As equacgotes dinamicas da malha fechada, nesta nova base, sao

[0 1 0 ... 0 ] [0
0 0 1 0 0
wt)y=| 0 @)+ | | e()
: 1 0
Cfi—a0 fomar oo o fa—an | 1]
Sendo {A}, A5,... A%} os autovalores desejados para a malha fechada,

construimos o polinomio

A*(s) = (s=A))(s=Ay)...(s—=A)

= s"+a " +ais+a
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Impor este polinomio como o polinémio caracteristico da malha fechada é,
nesta base, tarefa simples: basta igualar a ultima linha da matriz de dinamica
aos coeficientes acima, com sinais trocados. Resultaria

~

* *
fn =ap-1 — Qp_

fi=ay—ay, fo=a —aj,

Como o )
A+bf=Q'AQ + Q 'bf

se tomarmos f = f@‘l podemos escrever

A+bf =Q'AQ+Q7'bfQ = QT (A+bf)Q

donde se conclui que A\(A + bf) é composto pelos autovalores desejados, ou
seja, a matriz f = f Q! é capaz de escolher arbitrariamente os autovalores da
malha fechada, impondo-lhe assim um comportamento dinamico que pode ser
escolhido livremente. Bem, tudo esta funcionando de acordo com o figurino,
falta apenas demonstrar a validade do lema, o que passa a ser feito agora.

Demonstracao do Lema 1.3.1: Sendo a malha aberta controlavel, a
matriz de controlabilidade
U= Ab A% A"y

tem posto completo. Supondo o polinomio caracteristico de A dado por

Ay(s) = 8"+ a, 18"+ -+ a15 + ag, considere a matriz (n x n)
[ a1 Qs an—1 1 1
as  ag 1
Vo= : : (1.10)
Ap—1 1 0
L 1 0 m

E simples verificar que esta matriz possui posto completo. Seja agora

Q="U,V, (1.11)

Como as colunas de () sao combinacoes lineares das colunas de U,, seu
posto é completo também. Usando-a para a mudanca de bases r = Q=
obteriamos

A=Q'AQ e b=Q "%

11



Passemos agora a mostrar que estas matrizes possuem as estruturas de-
sejadas. Uma simples manipulacao permite escrever

AQ = QA (1.12)

~

b = Qb (1.13)

Usando os simbolos ¢* e a° para denotar as i-ésimas colunas de Q e A,
respectivamente, podemos escrever

~

Q=I"q¢ ...¢"] e A=la'a*...a"

A equagao (1.13) diz que b é uma combinagao linear das colunas de @, e
que os coeficientes desta combinacao linear, montados em um vetor, forne-
cem b. Quem sao exatamente as colunas de )7 Efetuando o produto U,V,
obteriamos

¢ = A" 'b+a, A"+ ayAb+arh (1.14)
@ = A" +a, 1AV b+ - agb (1.15)
: (1.16)

"' = Ab+an_1b (1.17)
" = b (1.18)

Como estes vetores sao linearmente independentes, a tnica combinacao
linear deles capaz de gerar b é

b=0xq¢g +0x @+ - +1x¢"

Isto significa que b é dado por

A equagao (1.12) diz que o produto de A pela i-ésima coluna de @) deve
ser igual ao produto de @ pela i-ésima coluna de A. Em sfmbolos: At =
Qa‘, Vi =1,2,...n. Aplicando esta expressao para i = n, e lembrando
que ¢" = b, temos Ab = Qa", ou seja, para obter a", a tultima coluna de
A, devemos encontrar a combinagao linear das colunas de () capaz de gerar
Ab. Analisando as equacgoes para as colunas de (), dadas anteriormente,
verificamos que Ab = ¢"' — a,_1b = ¢! — a,,_1¢". Mas isto quer dizer que
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—Qp—1

Um raciocinio andlogo nos leva a Ag"~! = Qa™~'. Mas A¢" ' = A(Ab +
an_1b) = A%b+a, 1Ab = q"? —a,_ob = ¢"? —a,_»q", donde se conclui que

0

= 1
0

(S _an72 -

A repeticao destes argumentos para as outras colunas segue sem proble-
mas. Para a primeira coluna terfamos Aq¢' = Qa'. Mas

At = AA" Y4 a,_1A"Ph - agd)
= A"b + an,lAnflb + - alAb
= (A" +a, A" 4+ a A)b

Esta ultima linha, usando o teorema de Cayley-Hamilton, pode ser sim-
plificada: Aq! = —agb. Mas isto implica em

o que mostra que as matrizes A e b apresentam a estrutura prometida e,
portanto, termina a demonstracao. [

A demonstracao deste lema, como os leitores certamente ja perceberam,
nada mais é do que uma demonstragao da suficiéncia de Teorema da Alocagao
de Polos, para o caso de sistemas com apenas uma entrada. Parte da divida
ja estd saldada. Os desenvolvimentos acima podem ser sintetizados no
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Algoritmo 1.3.1 — Alocacao de Pélos via FCC

Este algoritmo permite a escolha dos autovalores da malha fechada para
sistemas com apenas uma varidvel de entrada e controldveis. As matrizes
da malha aberta A e b sao os dados iniciais, bem como os autovalores A},
desejados para a malha fechada.

Passo 1: Calcular a matriz U,, o polinomio caracteristico A,(s) da malha
aberta e os reais a;, 1 =0,1,...n—1, seus coeficientes.

Passo 2: Construir a matriz V, de acordo com a equacdo (1.10).
Passo 3: Obter QQ, efetuando QQ = U,V,.

Passo 4: Calcular A*(s) = (s — AXj)(s — A3)---(s — \L) e obter os seus
coeficientes reais a, ©=0,1,...n—1.

*

. £ — * *
Passo 5: Montar f =[ag —af a1 —af ... ap_1—a;_i]

Passo 6: A matriz f = f@‘l ¢ a realimentacdo procurada.

Muitas vezes este algoritmo é apresentado de forma ligeiramente diferente.
Para entendé-la, recordemos as expressoes que definem as colunas de ):

ql = An_lb + an_lA”_Qb + - CLQAb + Cle
q2 = Anin + an,lAT“Bb + - azb

"' = Ab+a, b
¢t = b

Colocando A em evidéncia, e usando a segunda equagao, a primeira
equacao acima pode ser escrita como

¢ = AA" 4 a, 1AV b+ - agh) + arb (1.19)
= A¢ + a1q" (1.20)
Raciocinios idénticos levariam a

¢ = A¢ + axq"

" = A"+ aaq"
" = b
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Pronto, as colunas da matriz () podem ser obtidas por meio de uma
férmula recorrente:

¢ = A +aq™ i=1,2...n—1 (1.21)
" = b (1.22)

O algoritmo pode ser reescrito

Algoritmo 1.3.2 — Alocacgao de Pélos via FCC

Este algoritmo permite a escolha dos autovalores da malha fechada para
sistemas com apenas uma varidvel de entrada e controldveis. As matrizes
da malha aberta A e b sao os dados iniciais, bem como os autovalores A},
desejados para a malha fechada.

Passo 1: Calcular a matriz U,, o polinomio caracteristico A,(s) da malha
aberta e os reais a;, ©=0,1,...n— 1, seus coeficientes.

Passo 2: Obter ), a partir de suas colunas:

- = b
" = A"+ apad"

= A¢’ +axq"
= A¢’ + ag”

Passo 3: Calcular A*(s) = (s — AX))(s — A3) -+~ (s — A\5) e obter os reais
af, 1=0,1,...n—1, seus coeficientes.

Passo 4: Montar f = [ag —a, a1 —a& ... Gn_q—a’ ]
Passo 5: A matriz f = fQ_l ¢ a realimentacdao procurada.

E bem hora de retomar o exemplo (1.3.1) e ataca-lo com as novas ferra-
mentas desenvolvidas:

Exemplo 1.3.3 Desejamos alocar os autovalores da planta abaizo em —1:

1 10 1
z=101 1|z4+ |1 u
0 01 1
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O polinomio caracteristico de A pode ser encontrado facilmente:

Ay(s)=(s—1)P=5>-3s"+3s5 -1

donde ag = —1, a; = 3 e ay = —3. As formulas de recorréncia fornecem
1 -1 1
¢=b=|1| ¢=AC+ad=|-1| ¢=A+ag=]0
1 —2 1

donde obtemos () e sua inversa:

1 -1 1 1 -1 0
Q=10 -11 Q'=]1 0 -1
1 -2 1 1 1 -1

O polinomio caracteristico desejado para a malha fechada é:
A*(s)=(s+1) =5 +3s+3s+1
donde aj =1, a} = 3 e a5 = 3. O prozimo passo é
f=lao—a; a1 —a} ay—al]l=[-2 0 —¢
Finalmente,

f=fQt=[-8 —4 ¢

Para verificacao das contas:

110 —8 —4 6 7 -3 6
At+bf=]011]+|-8 -4 6|=|-8 -3 7
001 —8 —4 6 8 —4 7

Os leitores ansiosos para se certificarem da validade do método podem
— e devem! — terminar o exemplo. Os outros leitores também. Apenas
por curiosidade, se efetudssemos a mudanca de bases x = QI obteriamos
as matrizes A = Q7LAQ e b= Q™' exatamente como no exemplo (1.3.2).
Mais uma vez os leitores sao convidados ao trabalho: facam as contas e tirem

suas conclusoes.

Vimos nesta secao que, sendo < A, b > controlavel, serd possivel colocar
as equacoes dinamicas da malha aberta na Forma Canodnica Controlavel, e
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isto facilitara bastante o problema de se escolher o comportamento dinamico
da malha fechada. A FCC se caracteriza por uma matriz quadrada na forma
companheira e por uma matriz coluna cujo tnico elemento nao nulo é o
ultimo. Uma andlise do diagrama de blocos apresentado na segao 77 per-
mite confirmar a afinidade especial existente entre a Forma Canodnica Con-
trolavel e a realimentacao de estados. Com efeito, ja no capitulo anterior
comentavamos que o diagrama da FCC é composto por um banco de inte-
gradores em série de cujo miolo “tudo sai”. O miolo do diagrama é composto
pelas variaveis de estado, e elas sao levadas para o “fim” do diagrama, mul-
tiplicadas pelos coeficientes do numerador de g(s) e para o “comego” dele,
multiplicadas pelos coeficientes do denominador, mas isto é exatamente a
idéia de realimentacao de estados, dai a afinidade.

Vimos também nesta secao como demonstrar a suficiencia do Teorema
da Alocacao de Pdlos para sistemas controlaveis com uma tnica entrada.
Para estes sistemas o espaco de estados pode ser decomposto em um tnico
subespaco ciclico, do que decorre a simplicidade da livre designacao dos au-
tovalores através de realimentacao de estados.

1.3.3 Duas Férmulas Uteis

Desenvolveremos nesta se¢ao dois resultados gerais relacionando os parame-
tros dados da malha aberta, os parametros desejados para a malha fechada, e
a realimentacao de estados capaz de fazer o servigo: as féormulas de Bass-Gura
e a de Ackerman. Antes, porém, apresentaremos duas conhecidas proprieda-
des. A primeira delas é uma identidade matricial e, como tantos outras, vird
sem demonstragao; os leitores sao convidados a tentar uma. Deve-se notar
que esta identidade vale para matrizes M e N reais, polinomiais ou racionais.

Propriedade 1.3.1 Sendo M e N duas matrizes tais que 0s produtos M N
e NM existem, entdao det(I + MN) = det(I + NM).

A segunda propriedade, além de suas varias possiveis aplicagoes analiti-
cas, fornece um método muito comodo para o cdlculo da inversa (sI — A)™!
e também do polinémio caracteristico A,(s). Sua utilidade sera comprovada
em breve. O simbolo tr (M), usado abaixo, denota o tra¢o da matriz M, ou
seja, a soma dos elementos de sua diagonal principal.

Propriedade 1.3.2  Algoritmo de Leverrier
Sendo A uma matriz real (n X n) podemos escrever

-1 _ R(s)

(s — A) A(s)

17



onde A, (s) € o polinomio caracteristico de A e R(s) é uma matriz polinomial
(n x n) dados, respectivamente, por:

Au(s) = s"+ap 18"+ ais+ag (1.23)

R(s) = R, 18" '+ R, 25" *+--- Ris+ Ry (1.24)

Os coeficientes a; e R; sao obtidos através das equacoes:
Rn—l =1 ;o Qo1 = —1Ir (ARn—l)

1
Rn—Z = ARn—l + an—ll ;o Gp—2 = _étr (ARn—2)

1
Rn,3 = ARn,Q + an,gf y Qp_3 = —gtr (ARn,;g)

1
RO = AR1 + a1[ , Qg = —Etr (AR())

R,1 = ARO + a()[ = Aa(A) =0

Mais uma vez um resultado sem demonstragao; e mais uma vez a sugestao
de que os leitores se encarreguem dos detalhes. Tentem, leitores; é simples e
gratificante. Este resultado é algumas vezes chamado também de Algoritmo
de Leverrier-Souriau-Faddeev. Os R; podem ser apresentados em forma
expandida, como seria imediato verificar a partir das expressoes acima:

Rnfl = 1
R, = A+ ap—11
Rn—3 = A2 + an—lA + an—QI

RO = An_l + an_lA”_2 + - (Il]
R, = A"+a, A" '+ . qA4a,=0

O coeficiente R_; nao aparece na expansao de R(s), ele deve ser nulo, e
serve apenas para se verificar a exatidao dos calculos.

Exemplo 1.3.4 Seja a matriz

-7 =3 6
-8 =3 7
-8 -4 7

Sequindo os passos do algoritmo temos:
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RQII agz—tr (ARQ):B

-4 -3 6 1
R1 = AR2 + (IQI = |: -8 0 7 ] a; = —at’f’ (ARl) =3
-8 —4 10
7T =3 =3 1
RQ = AR1 + a1] = 0 —1 1 ag = ——1r (AR()) =1
{ 8 —4 -3 3

O polinémio caracteristico obtido é: s*+3s*+3s+1. A matriz polinomial
R(s) e a inversa (sI — A)~! seriam encontradas facilmente.

Voltando ao problema em pauta, seja a planta
So{ ilt) = Ax(t) + bu(t);  a(ty) = 2°
cuja dinamica ¢ caracterizada pelo polinomio
Au(s) =det(sl —A) ="+ a, 15"+ a15+ag

A realimentacao de estados u(t) = fx(t) + v(t) acarreta um sistema de
malha fechada dado por

Sp{ () = (A+bf)a(t) + bo(t);  x(to) = 2°
com dinamica dada pelo polindmio caracteristico

Ag(s) = det[s] — A—0bf]
= det {(s] — A) [T — (s] — A)~'bf]}
= det(s] — A)det [I — (sl — A)_lbf}
= det(s] — A)det [T — f(sI — A)~"b)

Na ultima passagem foi usada a propriedade 1.3.1, vista acima. Como a
grandeza f(sI — A)71b é escalar podemos simplificar a iltima expressao:

Ap(s) = det(sI — A) [1— f(sI — A)~'b)
A diferenca entre os polinomios caracteristicos pode ser obtida:

Au(s) — Ap(s) = Ag(s)f(sI — A)"'b (1.25)
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Agora entra em cena Leverrier:

Aa(s) = Ap(s) = fAa(s)(sI —A)7'b
= fR(s)b
= [Ru_1bs" 4+ fR,_9bs" 2 4o + fReb

Lembrando o formato da matriz de controlabilidade da malha aberta
U,=[b Ab A% .. A”flb]

e a definigao dos coeficientes matriciais R; vista no Algoritmo de Leverrier,
podemos exprimir os vetores R;b como:

1
0
Rn—lb = b= Ua .
0
_ o -
1

R, b = Ab+a, b=U,| 0

a1
a2
Rob = Anilb -+ an,lAnfzb -+ .- alb = Ua .
1

Voltando a defini¢ao de V,, na equacao (1.10), percebemos que

Rn—lb = Ua‘/aen
Rn72b Ua‘/;tenfl

ROb = UJVae

onde o vetor e; denota a i-ésima coluna da matriz identidade I,,. Retomando
o fio da meada, a expressao para a diferenca dos polinomios caracteristicos
fica:

Ay(s) = Ap(s) = fRu1bs" '+ fR, obs" ?+ -+ + fRob
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= f[ROb T Rn72b Rnflb] .
Sn—l |
[ 1
5
= f[Ua‘/;el Ua‘/;tenfl Ua‘/;ten] .
i Snfl
1
s
= fU.Va
Snfl
Sendo s™ + aj, ;"' + -+ ajs + a o polindmio que se deseja impor &
malha fechada, temos
Au(s) = Ap(s) = (an—1—a;)s" "+ (ar = aj)s + (ap — ag)
1
= (007
Sn—l

onde os vetores d e ¢* sao definidos a partir dos coeficientes a; e a!:

d=lap a1 -+ an—1] e S =]aj a] - a;_]

Deste ponto é facil concluir que
0—0"= fU,V, (1.26)

Esta expressao, bastante geral para sistemas com apenas uma entrada,
é conhecida como Férmula de Bass-Gura. Ela permite, havendo contro-
labilidade, calcular a realimentacao necessaria para alocar os autovalores da
malha fechada em posicoes arbitrarias. E trivial verificar isto: como V, é
sempre inversivel, por definicao, sendo U, também inversivel teremos

f=(0-0)UVa)"

Estes fatos podem ser sumarizados no
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Algoritmo 1.3.3 — Alocacao de Pélos via Bass-Gura

Este algoritmo permite a escolha dos autovalores da malha fechada para
sistemas com apenas uma varidvel de entrada e controldveis. As matrizes
da malha aberta A e b sao os dados iniciais, bem como os autovalores A},
desejados para a malha fechada.

Passo 1: Calcular a matriz U,, o polinomio caracteristico A,(s) da malha
aberta e os reais a;, 1=0,1,...n—1, seus coeficientes.

Passo 2: Construir a matriz V, de acordo com a equacdo (1.10).

Passo 3: Calcular A*(s) = (s — AX))(s — A3)---(s — A\) e obter os reais
af, 1=0,1,...n—1, seus coeficientes.

i
Passo 4: Montar o vetor § —§* =[ag —afy a1 —aj -+ ap,_1 —a’_4].

Passo 5: A matriz f = (§ — §*)(U, Vo)™t € a realimentacio procurada.

O leitor atento tera percebido que, embora nao haja qualquer mencao
explicita a respeito de mudanga de bases, o método esquematizado acima é
idéntico aos algoritmos de alocagao de autovalores vistos na secao anterior.
Com efeito, lembrando que a matriz que coloca uma dada planta na sua
Forma Canonica Controlavel pode ser obtida por Q = U,V,, vemos que
(1.26) proporciona apenas uma demonstracao alternativa para os algoritmos
via FCC.

Analisando estes procedimentos percebemos que, para se alocar auto-
valores, deve-se conhecer o polindmio caracteristico a ser imposto a malha
fechada, através da matriz ¢*, e varios elementos da malha aberta: as ma-
trizes U, e V, e os coeficientes §. Quando o polinomio caracteristico A,(s) é
conhecido, a obtencao de V, e § é direta. Mas nem sempre isto acontece; as
vezes a malha aberta é dada apenas pelas matrizes A e b e serd necessario
calcular A,(s) antes de usar as formulas. O préximo resultado elimina es-
tas necessidades; para estabelecé-lo partiremos da férmula de Bass-Gura e
procuraremos exprimir os coeficientes indesejados a; em funcao de outros
parametros. Como U,V, = (), a matriz que coloca a malha aberta na FCC
(1.7), a expressao bésica fica

f=llao—a) (m—aj) - (a1 —a,1)]Q"
= {(ao—a))[l 0 -+ 0+ -+ +(apa—a; )0 - 0 1}Q"

A matriz A, = Q 'AQ apresenta-se na forma companheira, e sua estru-
tura particular conduz as equacoes abaixo. A verificacao da validade delas é
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deixada a cargo dos leitores diligentes (como sempre ... ).

el=1 00 0] =100 0]1

e =010 0 = [1 00 0] A,
ex =00 0 1 0] 1 00 0]A?
e’=1000---1 =110 0--- 0]A""!

onde o simbolo ¢! denota a i-ésima linha da matriz identidade de ordem n.
Usando estas ultimas expressoes na férmula imediatamente anterior temos

fo= e {lao—ap) + (@ —a) A+ + (a1 —af AT QT
= Q! {(ao —aj)+ (a1 —a))A+ -+ 4+ (a1 — a;_l)A"”}

Nesta passagem usamos a identidade AQ~!' = Q 'A’, decorrente da

definicao de A.. Mas @ = U,V,, donde

fo= eV U ao b ad s AT e a0, AT
= VU {AA) - AT = [A(A) — A

Consultando (1.10), a definigdo de V,, e calculando a sua inversa perce-
beriamos que ela também ¢ uma matriz triangular, com o mesmo formato.
Lembrando ainda que, pelo teorema de Cayley-Hamilton, A(A) = 0 podemos
concluir que

fo= U {-A%(A)}
—ePUTA*(A) = —[0 --- 0 1)U TA*(A)

Esta é a Formula de Ackerman para a alocacao de autovalores. Con-
forme o prometido ela fornece uma realimentacgao de estados f que prescinde
da utilizacao do polinomio caracteristico da malha aberta. O papel da con-
trolabilidade fica explicito no termo U, . Em resumo:

Algoritmo 1.3.4 — Alocacao de Pélos via Ackerman

Este algoritmo permite a escolha dos autovalores da malha fechada para
sistemas com apenas uma varidvel de entrada e controldveis. As matrizes da
malha aberta A e b sao os dados iniciais, bem como o polinomio caracteristico
desejado para a malha fechada A*(s).

Passo 1: Calcular a matriz U,, e a sua inversa.
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Passo 2: Calcular A*(A)

Passo 3: A matriz f = —[0 --- 01U *A*(A) € a realimentagdo procurada.

Hora boa para um exemplo. O qual, obviamente, serd o mesmo ja visto
antes para os outro métodos.

Exemplo 1.3.5 Desejamos alocar os autovalores da planta abaizo em —1:

1 10 1
z=101 1|z+ |1 |u
0 01 1

A matriz de controlabilidade da malha aberta e sua 1nversa sao:

1 2 4 1 -2 2
U=1|123| U*'=|-2 3 -1
111 1 -1 0

O polinomio caracteristico desejado para a malha fechada é: A*(s) =
(s +1)® =53+ 35+ 3s+ 1 donde obtemos

8 12 6
A*(A)=A+IP*=]0 8 12
0 0 8

Finalmente,
f=-[001U"'A*(A) =[-8 —4 6]

como era de se esperar.

1.3.4 Comentarios

Ha outras maneiras se de obter uma realimentacao de estados capaz de alo-
car os autovalores de sistemas com apenas uma variavel de entrada, como
veremos nas proximas secoes, ao tratar do caso multivariavel, pois os resulta-
dos sempre podem ser particularizados para entradas escalares. Os métodos
apresentados acima, entretanto, sao quase sempre os menos trabalhosos, de-
vendo estar entre os preferidos. E entre eles, qual o mais comodo? Em
primeira andlise Ackerman poderia ser indicado, pois estamos desobrigados
de calcular A,(s) e V,. No entanto, na maioria das situagoes, conhecemos os
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autovalores da planta, além das matrizes A e b de uma sua realizagao. Con-
sequentemente, a obtencao do seu polinomio caracteristico é direta. Quando
este nao for o caso, algoritmos como o de Leverrier fazem o servico de ma-
neira rdpida e segura. Desta maneira, os métodos baseados na FCC ou na
formula de Bass-Gura devem fazer parte do pareo, e fica dificil eleger o me-
lhor método. Quase certamente, preferéncias individuais ditarao a escolha

final.

1.4 Sistemas Com Varias Entradas

A procura de realimentacoes de estados capazes de alocar os autovalores de
plantas com mais de uma variavel de entrada sera tratada a partir de agora.
Como ja mencionado anteriormente, alguns destes algoritmos se prestam a
particularizacoes para o caso monoentrada. Deve-se lembrar ainda que a
demonstracao do teorema 1.2.2 esta incompleta, pois foi feita apenas para o
caso de entradas escalares. Permanecera incompleta por pouco tempo.

Pode-se pensar em atacar o problema usando a forca bruta, como foi
feito para o caso mono: usando uma matriz F' geral impomos a igualdade
do polinémio caracteristico de A + BF ao polinomio caracteristico desejado
A*(s) e equacionamos as restrigdes em termos dos elementos f;;. No caso
monoentrada este método era desprezado por ser muito trabalhoso, mas a
solucao do conjunto de equacgoes, quando existia, era tnica. Agora as coi-
sas ainda se complicam mais, pois haverda n equagoes e mn incégnitas, e
o conjunto de equacoes pode ser indeterminado e apresentar mais de uma
solucao. A tunica finalidade de mencionar este método aqui é ilustrar o fato
de o caso multientrada poder apresentar varias solugoes F' capazes de alocar
autovalores.

Os métodos originais de se demonstrar que também neste caso multien-
trada a controlabilidade acarreta livre arbitrio na escolha da dinamica da
malha fechada envolvem formas especiais, onde as matrizes A e B se encon-
tram decompostas em blocos particulares. Os métodos mais recentes pro-
curam adaptar o problema ao caso escalar, cujos resultados sao conhecidos
e — vide secao anterior — relativamente simples, ou entao usar equacoes
matriciais.

Na préxima secao comentaremos o uso de formas especiais e canonicas.
Veremos em seguida um lema devido a Heyman, onde um artificio permite
controlar o sistema com apenas uma das variaveis de entrada. Alguns resul-
tados genéricos virao depois, para mostrar que ¢é relativamente facil trans-
formar um caso multientrada em monoentrada. Apresentaremos, no final,
resultados diretos, que resolvem o problema sem o auxilio do caso mono. O
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capitulo se encerra com consideragoes sobre outras propriedades tais como
estabilizabilidade e detetabilidade, e com comentarios.

1.4.1 Formas Especiais e Canonicas

Exemplos iniciais serao muito 1teis para um bom entendimento dos meca-
nismos internos que possibilitam a resolucao do problema.

Exemplo 1.4.1 Seja o sistema dado por

11000 1 0
01100 10
=10 0 1 0 Ojax+1]1 0w
0 00 01 0 0
00000 0 1

O cdlculo da matriz de controlabilidade U, revelaria que este sistema é
controlavel. Seus autovalores podem ser encontrados facilmente, devido a es-
trutura diagonal por blocos da matriz A: \(A) = {1,1,1,0,0}. Esta mesma
estrutura permite que o estado x seja decomposto nas partes xy, compre-
endendo suas trés primeiras componentes, e xrr, com as duas ultimas. A
equacao dinamica acima se reduz a duas:

110 10
zr=10 1 1 |x;+11 0 ]u

00 1 10
. [o1 [0
TIr=\ g o |*T T 1Y

Estes subsistemas tem uma particularidade interessante: uma das colunas
de suas matrizes B € nula. Isto significa que o estado de cada um deles é
controlado por apenas uma componente da entrada. Seria fdcil verificar que
xr € controldvel por uy, a primeira componente de u, € xrr por us. A tarefa
de 1mpor autovalores a estes subsistemas por meio de realimentacoes dos
estados parciais fica trivial pois o primeiro deles ja foi analisado vdrias vezes
(exemplo 1.5.1 e outros), e o sequndo subsistema jd estd na forma canénica
controldvel. Supondo que queremos colocar todos os autovalores em —1, basta
usar

Ulz[—8 —4 6].1'[ e UQZ[—l —2].%'][

A partir deste ponto € imediato encontrar a matriz F' que resolve o pro-

blema para o sistema original:

-8 -4 6 0 O

F=1"09 0 0 -1 -2
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As estruturas particulares de A e de B permitiram que este exemplo
fosse reduzido a dois casos monoentradas, cada um deles controlavel pela sua
Unica varidvel de entrada e com dimensao menor que a dimensao original do
sistema. O fato de A ser diagonal por blocos teve um papel importante neste
exemplo, mas nao fundamental. Veremos agora que esta particular estrutura
pode ser dispensada sem prejuizos para o desdobramento em subproblemas
mais simples.

Exemplo 1.4.2 Seja o sistema dado por

01000 0 0
0 01 0O 0 0
=111 1 9 8|z+ |1 0 |u
0 00 01 0 0
7 6 5 2 2 0 1

O calculo de U, revelaria que este sistema também é controldvel. A matriz
A nao € mais diagonal por blocos, pois hd elementos nao nulos em posi¢oes
estratégicas. Uma andlise cuidadosa revela que estes impecilhos podem ser
retirados por meio de uma realimentacao de estados inicial. Os leitores sao
convidados a refletir sobre o papel de uma lei de controle u = Fyx +v com

0o 0 0 -9 -8

=1 _7 6 5 0o o

Viram sé? O resultado é uma matriz A + BFy “perfeitinha” que torna
o resto do problema trivial. Supondo que queremos novamente 0s autovalo-
res da malha fechada em {—1}, bastaria resolver dois problemas monoentra-
das. Compondo estas duas solugdes teriamos uma sequnda realimentacao F;.
Somando-a com a inicial obtemos a solucdao F':

-2 -3 -4 -9 =8

F=h+h=1 - ¢ 5 3 4

A conclusao destes exemplos é que a estrutura de alguns sistemas pode
ser proveitosamente explorada para resolver o problema de realimentacao de
estados no caso multientrada. A esséncia do truque consiste em decompor o
sistema original em m subsistemas, cada um deles com dimensao menor que
n e controlavel por apenas uma das componentes da entrada u. As solucoes
para cada subsistema sao justapostas em uma unica matriz. Os graus de
liberdade restantes nesta matriz sao utilizados para garantir a estrutura di-
agonal por blocos. Wonham(1967) foi, aparentemente, o primeiro a provar
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que se um dado sistema é controlavel, existe uma base no espaco de estados
na qual as matrizes AeB apresentam todos os requisitos necessarios para
resolver o problema da alocacao dos autovalores. Além do interesse histérico
devido a seu pioneirismo, este método tem uma importancia tedrica muito
grande, pois permite desvendar e detalhar a estrutura existente em um par
controlavel de matrizes.

Extraindo Colunas Linearmente Independentes

Supondo que o sistema em questao é controlavel, sua matriz de controlabi-
lidade U, tera posto n, ou seja, ¢ possivel selecionar n colunas linearmente
independentes dentre as suas mn colunas. A partir destas colunas se monta
a matriz de mudanca de bases que facilita o trabalho de escolha dos auto-
valores. Mas a escolha destas colunas nao é tunica, e isto faz com que haja
varias possiveis solucoes para o problema. Passamos agora a analisar dois
métodos basicos para extrair colunas de U,. Antes porém, lembremos que,
sendo B = [b' ? ... b™], onde b’ representa a i-ésima coluna, a matriz de
controlabilidade sera

U, = [b1 b2 b AV A . AV . AT AT L A"flbm]
Escolha Seqiiencial ou Direta

Como o préprio nome diz, analisamos as colunas de U, em seqiiencia,
comecando de b' e avancando para a direita em direcao a A" 'b™. Neste
processo, sempre que uma dada coluna ¢é linearmente dependente das co-
lunas anteriores ela é descartada. O processo termina quando n colunas
independentes forem encontradas.

Exemplo 1.4.3 Seja o sistema dado por

3 2 -1 1 -1
-2 -1 1 -1 1
T = 3 2 -1 1 -1 |x+
1 1 0 1 -1
-1 -1 0 0 1

OO = O
OO O = =
N

A matriz A tem dois autovalores nulos e trés iguais a 1. O cdlculo da
matriz de controlabilidade leva a

U, = [b' b> Ab' Ab? A%" A% A%b' A%H A%H A%
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1 -1 2 -1 40 70 11 0
o 1 -1 1 -30 -6 0 —-10 O
v,=11 0 2 -1 40 70 11 0
o o0 1 0o 30 60 10 0
o 0 -1 0 -20-30 —-420

Normalmente as colunas de B sao independentes, e o processo de selecao
comega mesmo com Ab', que no nosso caso entra, ou seja, forma com b' e b
um trio de vetores independentes. A quarta coluna, Ab?, também se qualifica,
como seria fdcil verificar; o mesmo acontece com a quinta, A?b*. Assim, as
colunas escolhidas pelo método seqiiencial sao b' b*> Ab' Ab* A%b!.

O método seqiiencial de escolha de colunas pode ser usado para colocar
as matrizes do sistema em uma base comoda para a alocacao de autovalores.
Para isto reordenariamos as colunas encontradas em cadeias associadas a
cada uma das m colunas de B. A primeira cadeia seria b' Abt A% ... : a
segunda seria b Ab* A%b? ... e assim por diante. Colocando estas cadeias
lado a lado se obtém a matriz de mudanca de base.

Para o exemplo anterior ha duas cadeias: b' Ab' A%b', com trés vetores,
e b? Ab%, com apenas dois. A matriz

Q= [b' Ab' A2 b2 AbY

¢é a procurada transformacao de equivaléncia.

Este método é de aplicacao simples, e os leitores sao convidados a termi-
nar o exemplo e analisar as matrizes na nova base. Apesar desta facilidade,
ele produz uma forma Especial e nao uma forma Canénica. Qual a di-
ferenga?” Vamos supor que as matrizes A e B sao equivalente a A e B. Se
o procedimento acima for aplicado a estas matrizes “chapeladas” encontra-
remos, na nova base, matrizes diferentes. Tentem, leitores! Outro aspecto:
as matrizes obtidas facilitam o problema de escolher autovalores, mas nao
tanto, ha coisas mais comodas.

Escolha Intercalada ou Reordenada

O primeiro passo consiste em reordenar as colunas de U,, comecando
com bt Ab' ... A" 'b! depois com b? e sua cadeia. Apds esta troca de
ordem comega o processo de selecao, pela esquerda, e descartando colunas
que dependam das anteriores. Como antes, o processo termina quando n
colunas independentes forem encontradas.
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Exemplo 1.4.4 Seja o sistema anterior, dado por

3 2 -1 1 -1
-2 -1 1 -1 1
T = 3 2 -1 1 -1 |x+
1 1 0 1 -1
-1 -1 0 0 1

OO = O
OO O = =
IS

O cadlculo da matriz de controlabilidade leva ao mesmo resultado do exem-
plo anterior. Trocando a ordem das colunas temos

Ul = [b" Ab' A%bt A3 A% b* Ab® A%? APH* A'D]

2 4 7 11 -1 -1
-1 -3 -6 =10 1 1
2 4 7 11 0 -1
1 3 6 10 0 O
-1 -2 -3 -4 0 O

=

I
O O~ O
OO O OO
OO O OO
OO O oo

onde as 5 primeiras colunas se originam de b', e as 5 ltimas de b*.

As trés primeiras colunas sao linearmente independentes e seriam esco-
lhidas pelo processo; a quarta e a quinta colunas dependem das trés primeiras,
mas a sexta e a sétima nao e a selecao final é b* Abt A%b' b* A%b?, idéntica
a do exemplo anterior. E bom frizar que isto mao ocorre sempre!

O método intercalado de escolha de colunas pode ser usado para colocar
as matrizes do sistema em uma base comoda para a alocacao de autovalores.
Para isto usamos as colunas na ordem em que foram obtidas, e

Q=[b" Ab' A% b AbY

¢é a procurada transformacao de equivaléncia.

As mesmissimas observacoes feitas para o método seqiiencial devem ser
feitas neste ponto. Algo melhor que uma forma especial, uma forma real-
mente candnica e que conduza a resultados idénticos independentemente do
ponto de partida, é a nossa préxima parada.

Forma Canonica do Controlador
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Deve-se, em primeiro lugar, extrair n colunas linearmente independen-
tes da matiz de controlabilidade U, usando o método direto. Também
se poderia usar o método intercalado, mas os procedimentos ficariam mais
trabalhosos. Para evitar notagoes e formalismos pesados, com toneladas de
indices e sub-indices abstrusos, ilustraremos o método por meio de um exem-
plo, nao por acaso o mesmo que tem sido usado até agora.

Exemplo 1.4.5 Seja o sistema anterior, dado por

3 2 -1 1 -1 1 -1
-2 -1 1 -1 1 0 1
T = 3 2 -1 1 —-1|z+|1 O |uw
1 1 0 1 -1 0 0
-1 -1 0 0 1 0 0

O método seqiiencial escolheria as colunas b' b Ab' Ab?> A%b', como
vimos. Reordenando-as obtemos as cadeias bt Abt A?b' e b* Ab®. A matriz
obtida pela justaposicao dessas cadeias é chamada agora de T

T =[b" Ab' A% b AV’

No prozimo passo cuidaremos dos elementos sequintes em cada uma das
cadeias: A3b* para a primeira cadeia e A%b* para a sequnda. Cada um destes
vetores € expresso como uma combinacao linear dos vetores bdsicos:

ABbl = Oélbl —+ OélAbl -+ ’YlAzbl + 51b2 + 611462

A% = asb' + an AD' + 7, A% + 507 + e, AY?

Uma maneira sistemdtica para obter estes coeficientes é

aq [0D)
&3] Bo
v | =T 1A% e ve | =T 1A%D?
01 )
€1 €2

Para o nosso caso temos

7
-6
A3t = 7 | =b' — 340" +3A4%" + 0b% + 0AY?
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que forma a chamada expressao expandida para a cadeta 1. Para a
outra cadeia

A%p? = = 0b' + 0Ab" + 0A%b' + 0b? + 0AY?

o O O O o

As expressoes expandidas sao agora reescritas, com todas as poténcias
nao nulas de A no lado esquerdo:

A3bt — 3A%h' + 3Ab' — 0AD? = b + 0b?

A% — 0A%D' — 0AV? — 0AD' = 0b' + 0B

Na expressao para a cadeia 1 pode-se colocar A em evidéncia, pela es-
querda, claro; os elementos com coeficientes nulos passam a ser ignorados.

A (A% —3Ab' +3b") = b’
ou, equivalentemente
A&z =b" onde &3 = A% — 3Ab' + 3
Novamente as poténcias nao nulas de A sao isoladas
A%pt — 3Ab' = &3 — 3!
e um novo batismo € feito, apds fatorar pela esquerda o primeiro membro
Abjy = &5 — 3b! onde &5 = Ab' — 3b'
O 1ltimo passo para esta cadeia é claro:
Abt =€, + 300 donde &5 = Db

A sequnda cadeia, para este exemplo, é trivialmente simples: A%b* = 0,
donde A(Ab?*) = 0 donde

522 = Ab? € 521 = b’

Os &, em ordem crescente da soma i + j para cada cadeia, dao origem
a matriz de mudanca de bases:
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Q - [511 §12 513 §21 522]

Para os valores numéricos deste exemplo temos

1 -1 1 -1 -1
0 -1 0 1 1
1 -1 1 0 -1
0O 1.0 0 O
0o -1 1 0 0

A transformacao de similaridade x = QZ levaria a

3 =3 100 10

1 0000 0 0
=10 1 00 O0|24+]0 0 |u

0 0000 01

0 0010 0 0

cuja estrutura facilita bastante o problema de alocagao de autovalores, con-
forme o prometido.

Os dados numéricos do exemplo anterior permitem uma forma canonica
muito particular, pois a matriz A é diagonal por blocos. Nem sempre isto
acontecera.

Analisando os blocos nao nulos de A percebemos que eles se apresentam
em uma forma companheira diferente da conhecida: a diagonal com elemen-
tos unitarios é a inferior (e ndo a superior) e a linha com os coeficientes do
polinémio caracteristico é a primeira (e nao a ultima). Estas ligeiras mu-
dancas acontecem também nas linhas de B, onde os elementos nio nulos
ocupam a primeira linha de cada bloco, e nao a iltima. Tais diferencas sao
superficiais, a facilidade de alocar autovalores permanece intacta.

Os leitores sao convidados a reordenar as colunas de ) de modo que, em
cada cadeia, a soma dos indices 7 + j seja decrescente:

Q = [513 512 511 522 521]

Que acontecera? Outro exemplo, para ilustrar aspectos adicionais.

Exemplo 1.4.6 Seja o sistema dado por
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-5 -4 -7 2 =7 -1 0
1 1 0 5 1 -1 -1
T = 1 0 1 4 1 |xz+ 1 1 |u
0 —1 1 -5 0 1 1
0 0 1 -1 0 0 0

O método seqiiencial, como os leitores certamente verificarao, escolhe-
ria as colunas bt b* Ab' AV A%b'. Reordenando-as obtemos as cadeias
bt Abt A% e b? Ab?. A matriz T obtida pela justaposicdo dessas cadeias
é

-1 4 —-10 0 -1
-1 3 -8 -1 4
T=[v" Ab' A%' b* AV )=] 1 —4 12 1 -3
1 -3 8 1 -3
0O 0 -1 0 0

No prézimo passo descreveremos os vetores A3b' e A%b?* como combina-
coes lineares dos vetores bdsicos:

21
21

A3t = | =31 | = —2b' — 5Ab" — 4420 + 20 + Ab?
—20
4

que € a expressao expandida para a cadeia 1. Para a outra cadeia:

—1

A%D? = = 0b' + 0Ab" + 042" — 4b* — 4Ab?

O 00 OO DN W~

As expressoes expandidas sao agora reescritas, com todas as poténcias
nao nulas de A no lado esquerdo:

A3 + 4A%0" + 540 — AV? = —2b' + 202

A%D? + 4AD? = —4b?
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Na expressao para a cadeia 1 pode-se colocar A em evidéncia.
A (AP 4 4Ab' +5b' — 1) = —2b" + 202
ou, equivalentemente
Afs = —2b" + 2b° onde &3 = A% + 4Ab' + 5b' — b
Novamente as poténcias nao nulas de A sao isoladas
APDt + 4AD = &3 — 5b + b
e outro batismo € feito
Aby = &3 — B + 1P onde &z = Ab' + 4b'

O dltimo passo para esta cadeia é Ab' = &5 — 4b* donde &, = b'. A
sequnda cadeia fica

A(AP +40?) = —40*  donde & = Ab® + 4

e, finalmente, Ab* = &a9 — 4b* donde &y = b?.
Os &, em ordem crescente da soma i + j para cada cadeia, dao origem
a matriz de mudanca de bases:

-1 0 1 0 -1
-1 -1 0 -1 0
Q= [511 12 &13 €21 522] = 1 0 0 1 1
1 1 0 1 1
0O 0 -1 0 O
Na nova base:
-4 -5 =2 0 O 10
1 0 0 0 0 0 0
=] 0 1 0 0 0|24+]|0 0]u
0O 1 2 —4 —4 0 1
O O 0 1 0 0 0

A estrutura € agora “apenas” triangular por blocos, mas os procedimentos
para se alocar autovalores continuam simples e diretos, como continuariam
sempre, pois esta forma candénica serve exatamente para isto!
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1.4.2 Lema de Heyman

Este método utilizard uma realimentacgao de estados preliminar para garantir
a controlabilidade da malha aberta por apenas uma das componentes da
entrada. Sendo B = [b! b* ... b™], a matriz de controlabilidade serd

U, = [0V 0% . b ABY AR AbT AT AT

Se existir uma coluna b' em B tal que [b" Ab'... A" 'b'] tenha posto com-
pleto (= n), entao a malha aberta serd controlavel apenas pela componente
u; da entrada, podendo as restantes se anular: nao hé necessidade delas e po-
deremos usar as técnicas ja vistas para o caso monoentrada. Escolheriamos
f tal que A\(A+bf) = A* por qualquer um dos métodos ja vistos para o caso
monoentrada, e a solugao para o problema com vérias entradas seria uma
matriz F'(m x n) onde a unica linha nao nula é a i-ésima:

0

0

O préximo resultado, conhecido como Lema de Heyman, trata dos ca-
sos onde esta situagao simplificadora nao é encontrada e precisamos de um
esforgo conjunto de todas as componentes da entrada u para controlar o
sistema.

Teorema 1.4.1 Sendo o sistema de malha aberta < A, B > controldvel e
B = [b' b*... b™] entao, para todoi =1,2,...m com b' # 0 existe F; tal que
o par < A+ BFE;,b* > ¢é controldvel.

Esta é mais uma das proezas da realimentagao de estados. Por meio
dela podemos fazer um sistema ser controlavel por apenas uma componente
da entrada. Se ha controlabilidade, ou seja, se, usando a entrada, temos
acesso total ao espaco de estados, poderemos modificar-lhe a estrutura de tal
maneira que apenas uma parte minima da entrada original seja suficiente para
continuar influenciando completamente o espaco de estados rearranjado! Ao
invés de uma prova completa do lema mostraremos apenas como encontrar
uma matriz F; com as caracteristicas desejadas. Para isso, seja a matriz de
controlabilidade, reescrita apés um reordenamento de suas colunas:
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L@:@H%ln.A“%lﬁn.A“%ﬂﬁn.Aw%3

onde estamos considerando m = 3 por comodidade; isto nao afeta a genera-
lidade do método. Sendo o sistema controlavel, podemos extrair de U, uma
matriz Q(n X n), nao singular, da seguinte maneira:

Q:WAN“.Nﬂﬂﬁ.“AW%HFWJMAﬂ

com os inteiros v; escolhidos de modo a termos vy + 15+ v3 = n. Notemos que
esta é apenas uma possivel escolha de n colunas linearmente independentes
da matriz U,. Seja a matriz S(m X n) com colunas nulas exceto as v;-ésima,
(v1 + 1)-ésima etc, que serao substituidas pelos vetores e, e, etc.

S:[O 0... 620 630 0]

onde o vetor e; é a i-¢sima coluna da matriz identidade (m x m). Usando
Fy = SQ~! mostrarfamos que < A + BF},b' > é controldvel, exatamente
como desejavamos. Neste arrazoado usamos uma realimentacao que torna o
sistema controldvel pela primeira componente da entrada (primeira coluna
de B); nao ha perda de generalidade nisto, visto que podemos alterar a
vontade a ordem das colunas de B. J4 estamos em condigoes de terminar a
demonstracao da suficiéncia do teorema 1.2.2, da alocacao dos autovalores:
sendo < A, B > controlavel escolhemos, a partir do lema anterior, uma
matriz F'!, tal que com u(t) = F'z(t) + w(t) tenhamos o sistema

#(t) = (A + BFYa(t) + Bu(t)

controlavel pela primeira componente de w (primeira coluna de B). Agora
escolhemos w(t) = Mxz(t) + v(t) onde M(m x n) tem linhas nulas exceto a
primeira:

Apés esta segunda realimentacao ficamos com
i(t) = (A+ BF'+ BM)z(t) + Bo(t)

Como BM = b'm; e < A+ BF;,b' > é controldvel por construcao,
os autovalores deste tltimo sistema podem ser livremente designados por

escolha de m;. Para o sistema original devemos usar a lei de controle u(t) =
Fz(t) +v(t) com F = F; + M.
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Exemplo 1.4.7 Seja o sistema dado por

3 2 -1 1 -1

-2 -1 1 -1 1

T = 3 2 -1 1 -1
1 1 0 1 -1

-1 -1 0 0 1

T+

O = O

0

O calculo da matriz de controlabilidade, com as colunas reordenadas leva

U, = |b" Ab" A%p A" A% b? Ab? A%D* A%* A*Y?

12 4 7 11
0 -1 -3 -6 -10
U, =1 2 4 7 11
o 1 3 6 10
0 -1 -2 -3 4

onde as 5 primeiras colunas se originam de b', e as 5 iiltimas de b?.

—1
1
0
0
0

—1

—1

1

o O O O

0
0 0

o O O OO
o O OO

0
@)

posto desta matriz é completo, mas no entanto esta controlabilidade requer
uma cooperacao entre as duas componentes do vetor de controle u, pois as
5 primeiras colunas de U, sao linearmente dependentes, assim como as &
ultimas. Verificariamos que vy = 3 e vy = 2, apds o que poderiamos calcular

Q e S, obtendo

1 2 4 -1 -1
0 -1 -3 1 1
Q=1 2 4 0 -1
0 1 3 0 0
0 -1 -2 0 0

A aplicacao da formula leva a realimentacao preliminar:

F1 - SQ_l

|

O leitor interessado verificaria que a matriz

—1

3 2

-2 -1

A+ BF, = 3 2
1 1

-1 -1

—1

000O0O
000171

0 -2
1 0 2
1 -1
0 1 -1
0 0 1

e a primeira coluna de B formam um par controldavel. E interessante notar
que, neste exemplo, os autovalores de A+ BF| sao idénticos aos de A.
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1.5 Resultados Genéricos

Uma propriedade é chamada de genérica quando acontece “quase sempre”.
A invertibilidade de uma matriz quadrada, por exemplo, é uma propriedade
genérica. Isto quer dizer que uma matriz quadrada tomada ao acaso serd
quase certamente inversivel. Um detalhamento mais rigoroso destas idéias
nao sera visto nestas linhas, ficaremos apenas com a idéia intuitiva. Por
este motivo, alguns resultados que poderiam ser criteriosamente estabelecidos
serao apresentados como fatos.

Fato 1.5.1 Dada uma matriz quadrada A qualquer, ela terd “quase sempre”
autovalores distintos.

Mas se os autovalores de uma matriz A sao distintos, ela é ciclica e, por
definicao, havera um vetor g, chamado gerador, tal que os vetores

g, Ag, ...A"'g

sao linearmente independentes. Este é uma conceito matematico conhecido,
mas as conexoes com controlabilidade saltam a vista. Com efeito, se a matriz
A de um dado sistema < A, B > é ciclica, e se uma combinacao linear das
colunas de B for um gerador, entao o sistema sera controlavel por apenas
uma variavel de entrada!

Fato 1.5.2 Sendo A uma matriz quadrada ciclica, quase todo vetor v € IR"
serd um gerador.

E facil entender isto. Se A é ciclica, apenas os autovetores nao sao ge-
radores. Assim, sendo A ciclica, quase qualquer vetor é um gerador, e por
isto, quase qualquer combinacao linear das colunas de B serd um gerador,
desde que as colunas de B nao sejam autovetores. De maneira mais completa
temos

Teorema 1.5.1 Sendo < A, B > um sistema controldvel com A ciclica, e
sendo b = c bt +ab®+. . ., b™ uma combinagdo linear qualquer das colunas
de B, entdo < A,b > serd quase certamente controldvel.

Na secao anterior toda a énfase era concentrada na busca de uma reali-
mentacao de estados preliminar que fizesse com que um sistema controlavel
pelo esforco conjunto de todas as componentes da entrada passasse a sé-lo
pela acao individual de apenas uma delas. Os resultados desta secao mos-
tram que nao ¢é necessario tanto alarde, pois esses objetivos sao na realidade
genéricos, isto é, acontecem quase sempre.
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Para sistematizar o procedimento, considere uma planta controlavel, com
A ciclica, e seja u® um vetor escolhido ao acaso em IR™. E claro que Bu® =
b representa uma combinacao linear das colunas de B. O teorema acima
garante que < A,b > serd controlavel, quase certamente. Se nao o for, uma
outra escolha aleatéria de u® consertara as coisas. Usando a teoria do caso
monoentrada escolheriamos f tal que A+bf tivesse o espectro desejado. Mas
A+ bf = A+ Bu'f, e assim, a solucdo procurada para o sistema original
< A, B > serd F = u’f. Resta considerar o caso de A nao ser ciclica. Antes
disso é bom relembrar que as matrizes quadradas sao ciclicas de maneira
genérica. Se uma dada A nao ¢ ciclica isto pode ser corrigido facilmente:

Teorema 1.5.2 Sendo < A, B > controldvel, para quase toda F os autova-
lores de A+ BF' sao distintos.

Mas autovalores distintos significam que a matriz é ciclica. No nosso
contexto isto quer dizer que se A nao for ciclica, uma realimentagao de estados
preliminar se faz necessaria. Esta realimentacao pode ser escolhida ao acaso.

Exemplo 1.5.1 Considere o sistema

0 00 10
=100 1|x4+|0 O ;y:[
01

000

1 0 -1
01 -1

Este sistema é controldvel, mas no entanto nao existe ug tal que A e
Buy = b formem um par controlavel! A falta de ciclicidade de A € a res-
ponsavel por este fato. Seja uma realimentacao de estados qualquer, por
exemplo

101
FO_[O 1 o]

A malha fechada passa a ser representada por
0 00 1 01 1 01
A+BFy=1001|+]00O0|=|001
000 010 010

Esta matriz € ciclica. A sequnda coluna de B € um gerador, como pode
ser verificado, e isto garante a controlabilidade por uma combinacao linear
das colunas de B.

Podemos resumir estes resultados no
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Algoritmo 1.5.1 — Alocacao de Pdlos via Escolhas Alea-
torias

Este algoritmo permite a designacao dos autovalores da malha fechada
para sistemas controldveis. As matrizes da malha aberta A e B sdo os dados
IMICLalLS.
Passo 1: Se A ¢ ciclica, escolha u’ € IR™ ao acaso.

Passo 2: Faca Bug = b.

Passo 3: Se A e b forem controldveis encontre a solucdo f wusando um
método do caso mono.

Passo 4: A solucdo global serd F' = ugf.

Passo 5: Se A e b nao forem controldveis retorne ao passo 1.
Passo 6: Se A nao € ciclica, escolha Fo(m X n) ao acaso.
Passo 7: Se A+ BFy ¢ ciclica va ao passo 1.

Passo 8: Se A+ BFy nao € ciclica vd ao passo 6.

1.6 Método Matricial

Supondo controlabilidade da malha aberta, seja M (n X n) com espectro
idéntico ao que desejamos impor a malha fechada. Isto quer dizer que

A+BF =XMX™!

onde F' é a matriz procurada e X representa uma mudanca de bases. A
equacao acima pode ser trabalhada:

AX+BFX = XM
AX - XM = —-BFX

Ha métodos para se resolver equacoes matriciais como a acima. Isto
sugere um algoritmo para o problema de alocagao de autovalores:

Algoritmo 1.6.1 — Alocacao de Pdlos via Método Matri-
cial

Este algoritmo permite a escolha dos autovalores da malha fechada para
sistemas controldveis. As matrizes da malha aberta A e B sao os dados
IMICLALS.

41



Passo 1: Escolha M (n x n) tal que A\(M) N A(A) = ¢.
Passo 2: Escolha N (m x n) tal que < M, N > é observdvel.
Passo 3: Encontre X (n x n) tal que AX — XM = —BN

Passo 4: Se X € inversivel, F = NX! € tal que A\(A+ BF) = A\(M). Se
X nao € inversivel o procedimento deve ser repetido.

Os dois primeiros itens sao necessarios para que a equacao matricial do
terceiro tenha uma solucao X tunica. Deste modo, se quisermos impor a
malha fechada um espectro que deixa inalterados alguns dos autovalores da
malha aberta, podera haver problemas na unicidade das solugoes da equacao
matricial.

Este método pode ser aplicado para sistemas com apenas uma entrada.

1.7 Meétodo dos Autovetores

1.8 Efeito sobre os Zeros

1.9 Injecao de Saida

1.10 Estabilizabilidade e Detetabilidade
1.11 Comentarios, Conclusoes e Referéncias

1.12 Exercicios

1. Dado o sistema

considere €1 = 20i1, €y = 50’i2, Rl/Ll = 10, RQ/L2 = 1, R1 = 5,R2 =
10.
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(a)

Tomando como variaveis de estado x1 = 71 € x5 = i, como saida
y = ey e como entrada u = ey, determine a representacao de
estados do sistema.

Calcule a funcao de transferéncia.

Com a lei de controle u = fx mostre que é possivel colocar os
autovalores da malha fechada em qualquer posi¢ao no plano com-
plexo. Calcule f para té-los em {—10, —10}.

Implementando-se a lei de controle mais simples u = foy mostrar
que nao é mais possivel colocar os poélos do sistema de malha
fechada em quglquer lugar do plano complexo. Determine f, para
termos os polos em {—5.5 £+ j5.5}.

1 00
r=10 2 1 |x+ 1 |u
00 3 —1

Encontrar uma realimentacao de estados u = fx de tal modo que os
autovalores do sistema de malha fechada sejam todos iguais a —5.

Resolver o problema acima “na marra” isto é, calcular o polinémio
caracteristico da matriz A + bf e impor a condicao.

Resolver o problema apdés uma mudanga de bases para a forma
canonica controldavel e por Ackerman.

Comparar o grau de dificuldade e trabalho dos métodos.

000 1
t=1010|x+|1|u y=[2-98«
0 0 2 1

Encontrar f tal que usando v = fz a fungéo de transferéncia g (s)
do sistema de malha fechada tenha seus trés pélos em —1.

idem tal que g¢(s) =1/(s+1).

-2 1 0 0 0 1
0 -2 0 0 O 0
T = 0 0 1 1 O0ja+ |0 |u
o 0 0 1 1 1
o 0 0 0 1 1



O sistema acima ¢ instavel. Estabiliza-lo consiste em usar realimen-
tagao para que todos os autovalores tenham parte real negativa. En-
contrar uma realimentacao de estados u = fx de modo que o novo
espectro seja

A = MA+bf) = {1, =1, =2, =2, =2}

5. Um SLIT monovariavel é completamente caracterizado por

s+2
(s+1)(s—1)2

9(s) = -

Encontrar, se possivel, leis de controle por realimentagao de saida
que estabilizem o sistema (coloquem todos os seus pé6los no semi-
plano esquerdo aberto do plano complexo).

idem (a) para realimentacao de estados.

Encontrar, se possivel, uma lei de controle tal que a malha fechada
tenha como fungao de transferéncia g¢(s) = 1/(s+1)?

1 10 O 0
i 0O 1 0 0 4 1 Y

0 0 -1 0 0

o o0 0 3 1

Encontrar, se possivel, uma realimentacao de estados que coloque
todos os autovalores da malha fechada em —1.

idem (a) para —2.

Encontrar, se possivel, uma expressao geral para as leis de controle
que estabilizam o sistema.

0 1 0 0
T = 0 0 1 ]x+]10 |u
-1 -1 -1 1

Encontrar, se possivel, as realimentacoes de estados que fazem
com que v = [1 1 1]7 seja um autovetor ma matriz Ay = A+ bf.
Neste caso, quem serao os autovalores da malha fechada?

idem (a) de tal modo que v; = [1 1 1]T e v, = [1 — 1 1]7 sejam
dois dos autovetores de A + bf.
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(c) Ainda a mesma coisa, agora queremos que os autovetores da malha
fechada sejam v; = [1 1 1], vy =[1 —11)7, e vy =[00 1]7.

(d) Generalize os resultados do exercicio acima: ¢é sempre possivel
encontrar uma lei de controle u = fx tal que os autovetores da
malha fechada A + bf sejam livremente designdveis? Se sim, que
acontece com os autovalores, ficam amarrados ou ainda temos li-
berdade para posicionéd-los?

(e) (opcional) Estude o problema acima para um sistema < A, B >
genérico. Quais seriam as condicoes para livre designabilidade dos
autovetores?

8. Para o sistema abaixo u é a entrada de controle, y ¢ a saida e d é uma
entrada de distirbio que pode assumir um valor desconhecido qualquer.
“Rejeitar completamente os disturbios” significa controlar o sistema
de maneira tal que o efeito dos disturbios d — quaisquer que sejam
eles — nao se faca sentir em y. Como a natureza desses distirbios é
vasta e praticamente irrestrita conseguiremos sua rejeicao completa se
e somente se a funcao de transferéncia entre d e y for identicamente
nula.

4:%_'
U 1 1 . 1 + 1 Y
S+1 s+2 i s+3 s

(a) Encontrar, se possivel, uma realimentagdo de saida u = ky que
rejeite completamente os disturbios. Tragar o diagrama de blocos
para o sistema de malha fechada e dizer quem sao seus pédlos.

Y

Y

(b) idem (a) para uma realimentagao de estados u = fx.

T+

o O o O
S O O
o O O O
_ o O O
_ 0 = O
O = O O

(a) Encontrar uma lei de controle u = Frx + v que faga com que
a malha fechada seja controlavel pela primeira componente da
entrada.
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10.

11.

(b) Encontrar uma lei de controle u = Fj;x + v que faga com que a
malha fechada seja controlavel pela segunda componente da en-
trada.

(c) Encontrar as todas as matrizes F' que acarretam A\(A + BF) =
(—1, -1, -1, -1}

010 0
t=100 1|z+|0|u y=[1 —-11xz+du
111 1

(a) Para d = 0 encontrar uma realimentacao de estados que coloque
os 3 pélos em -1.

(b) Para d = 0 encontrar f tal que com u = fx + v tenhamos

1
(sl —A—bf) 'b+d=—.
( /) s+1

(c) idem (a) para d = 1.

(d) idem (b) para d = 1.

(e) Para d = 1 encontrar, se possivel, todas as realimentagoes de
estado u = fxr + v que estabilizam o sistema e ao mesmo tempo
colocam seus zeros também no semiplano esquerdo aberto do plano
complexo.

(f) O item (e) seria mais facilmente estudado se tivéssemos uma lei
de controle mais completa © = fx + gv, onde g é um escalar?

x 4+

8

I
S OO OO oo oo
[l ol oNolololl S
SO DD DD DO OO
(el elNoNel S =N
[l el el Ra)
_ O OO oo o oo
_ o= OO o oo
_— -0 O OO o oo
[l oNeoNeBoll e
S OO OO OO
_ O OO oo o oo

Encontrar uma realimentacao de estados que coloque todos os autova-
lores do sistema em —1.
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Capitulo 2

Realimentacao de Estados
Pratica

2.1 Introducao

Na década de 50 descobriu-se que a solucao de alguns problemas de Controle
Otimo requeria o uso de uma combinacao linear das varidveis de estado como
entrada do sistema. Talvez este tenha sido o primeiro indicio da importancia
de se realimentar os estados, e passou-se a prestar mais atencao nessa fer-
ramenta. Foi notado que tudo o que se conseguia fazer com realimentacao
das saidas também se conseguia fazer com realimentacao dos estados, mas
o caminho inverso era falso. O ponto culminante foi a descoberta da co-
nexao entre controlabilidade e a alocacao arbitraria dos autovalores. Desde
esse ponto a realimentacao de estados passou a ser reconhecida como uma
ferramenta extremamente poderosa, cujo uso deve ser tentado em qualquer
situacao onde se deseja mudar as caracteristicas de um sistema, ou, usando
outras palavras, em qualquer situagao onde o Controle de um sistema se faca
Necessario.

— Planta P —

Nas aplicacoes praticas, porém, temos em maos apenas a saida mensuravel
y, e nao o estado x da planta. Este é inacessivel, pelo menos em parte, e

47



nao podemos utiliza-lo na realimentacao. Em muitos casos isto acontece por
razoes economicas, pois pode ser caro instalar sensores para medir todas as
variaveis de estado. Em outras situacoes pode haver impossibilidade fisica
de se alcancar algumas variaveis, ou entao a presenca do sensor pode alterar
significativamente o modelo considerado para a planta. Vejamos, com o
auxilio de um exemplo, o efeito destes fatos.

Exemplo 2.1.1 Para o sistema abaixo desejamos escolher uma lei de con-
trole w = Fx de tal maneira que o polinomio caracteristico da malha fechada
seja A*(s) = s® + a3s® + ais + aj).

010 0
T = 00 1|lxz+1]0|w

1 2 3 1
y = [100]z

Como a equagao dinamica acima jd se encontra na forma canonica con-
trolavel, a solucao desejada pode ser encontrada de maneira direta:

F=[-1-a} —2—a] —3—a}]

Supondo que apenas as componentes da saida mensurdvel y — no caso,
a primeira varidvel x1 — sao fisicamente acessiveis para realimenta¢ao, 0
ganhos que multiplicam as varidveis x4 e x3 devem ser nulos: —2 —aj = 0
e —3 —ay = 0, o que acarreta aj = —2 e ay = —3. Isto significa que o
polinomio caracteristico da malha fechada serd dado por

s® — 35 — 25+ a;)

onde nem mesmo a estabilidade pode ser garantida, pois o polinomio acima
indica comportamento instdvel para qualquer valor do parametro livre aj.

Este exemplo mostra que a imensurabilidade de certas varidveis é um
sério obstaculo a eficiéncia das técnicas de compensacao por meio de rea-
limentagao de estados. Como usar estas técnicas se nem sempre todas as
componentes do vetor x estao disponiveis? Estes inconvenientes nao sao
simples devaneios, possibilidades matematicas remotas. Na maior parte das
situagoes de interesse pratico é impossivel medir o estado de forma global, e
esta é uma restrigao importante. Como a realimentacao de estados ¢ uma fer-
ramenta poderosa e atraente, devemos buscar métodos para contornar seus
obstaculos e poder desfrutar de seus beneficios. As solucoes encontradas ao
longo do tempo para resolver este problema podem ser agrupadas em trés
grandes categorias:
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e Técnicas de Recuperacao do Estado:

De alguma maneira encontramos e usamos o estado perdido.

e Técnicas de Substituicao do Estado:

Construimos um estado “equivalente” que possa ser usado como subs-
tituto do estado inacessivel.

e Técnicas de Transformacgao do Problema:

Transformamos o problema de realimentacao de estados em um pro-
blema de realimentacao de saida.

Nas proximas segoes discutiremos alguns aspectos das alternativas acima.

2.2 Técnicas de Recuperacao do Estado

Devemos, de algum modo, resgatar o estado inacessivel, recupera-lo. Ha duas
maneiras basicas para atingir essa meta:

1. Por derivagao de saidas e entradas

2. Por reconstrucao do modelo

2.2.1 Derivando saidas e entradas

Para entender como a derivacao funciona, comecemos com um

Exemplo 2.2.1 Seja o sistema:

010 0
=10 0 1 |xz+1]10 |u
1 2 3 1

com saida mensurdvel dada por
y=[1 0 0]z=Cxz
E‘fcicil verificar que este sinal e suas derivadas sao dados por:
y=Cr=ux

y=Ci=CAr+CBu=[0 1 Oz =ux
j=CA(Az+ Bu)+CBu=1[0 0 1]z =x3
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Este simples exemplo ilustra como a saida de um sistema dinamico e suas
derivadas podem trazer em si informacoes suficientes para a reconstituicao
do estado. Para o caso geral temos

&= Ax + Bu;  x(ty) = xo
y=_Cx

Derivando sucessivamente a saida mensuravel y podemos montar a se-
guinte equagao:

Y C 0 0 0

U CA CB 0 ) 0 )

: = : x + CAB u + CB U+ - : u(”
y(=1) O A1 : : CB

Supondo que y, u e suas derivadas se encontram disponiveis para medida,
podemos pensar em resolver a equagao acima para recuperar xr. Se a matriz

C
CA
C A

possuir posto completo, ou seja, se suas colunas forem linearmente indepen-
dentes, sera possivel encontrar uma matriz V' tal que

C
CA
V . =1,
CAnfl

Deste modo pode-se expressar x a partir da equagao acima:

Y 0 0 0

Y CB 0 0 5

r=V . -V CAB u—V CB Uw—---V . u(”_)
y("fl) : : CB

Vemos assim que as varidveis de estado podem ser expressas como com-
binagoes lineares das varidveis de saida e suas derivadas, e das variaveis de
entrada e suas derivadas. E interessante notar como o método esbocgado
acima esta relacionado com a observabilidade do par < C; A >. Os lei-
tores sao gentilmente convidados a estabelecer de maneira mais formal as
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necessarias conexoes. O diagrama de blocos a seguir explica o processo de
recuperacao do estado por meio de derivagao de saidas e entradas:

u
=773:y

d/dt - — d/dt

Y
Y

< xz
>

> —
>

>

<

>

d/dt N — d/dt

Y
Y

A aplicabilidade de tal procedimento fica comprometida ao nos lembrar-
mos das dificuldades praticas associadas aos derivadores. Mesmo quando
¢é possivel contruir esses sistemas, eles apresentam sérios problemas de am-
pliacao de ruidos. Apesar de todo o apelo que possa ter, por ser simples e
direto, o método de derivacao de saidas e entradas é inviavel, pelas razoes
expostas. Seu interesse é apenas teorico.

2.2.2 Reconstruindo o modelo

O estado = pode ser inacessivel, mas é sempre possivel construir em labo-
ratorio, ou simular em um computador, um sistema dinamico com equacoes
idénticas as da planta. Se esta cépia ou modelo da planta for excitada com
a mesma entrada u e estiver sujeita as mesmas condigoes iniciais, entao seu
estado z sera idéntico ao estado inacessivel . E com uma vantagem: ele estéa
totalmente disponivel, pois o modelo foi construido pelo projetista!l Seja a
planta P, descrita pelas equagoes dinamicas tradicionais:

& =Ax + Bu; x(ty) = o

P y=Cx

Nao temos acesso a x, mas se a condicao inicial zy for conhecida, bem
como as matrizes A, B e C, podemos realizar fisicamente um sistema M com
entrada u e estado z descrito por

M{ Z2=Az+ Bu; z(ty) = 2

Se ajustarmos o modelo com 2y = ¢ teremos z(t) = x(t) Vt, e como z é
plenamente disponivel, resolvemos o problema. O diagrama abaixo mostra a
situacao:
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Y > P —y>
X
z
> B J

A grande dificuldade desta técnica reside na necessidade de uma identi-
ficacdo perfeita, isto é, precisamos conhecer exatamente as matrizes A, B e
Zg. Se o modelo for construido com componentes de alta precisao e se as suas
condigoes iniciais forem rigorosamente iguais as da planta, entao o funciona-
mento serd satisfatorio e z serd uma reconstituicao fiel de x. Para justificar
estas afirmagoes, suponhamos que as matrizes usadas na construcao do mo-
delo sao A e B. Podemos definir a varidvel erro como e(t) = z(t) — z(t); o
nosso modelo estard cumprindo sua missao quando e(t) = 0 V¢. Das equagoes
de definicao acima temos

e =1 — 2 ) )
:Ax+Biu—Az—~Bu
= Axr — Az + (B — B)u

Se A e B foram identificadas perfeitamente, e se o modelo foi imple-
mentado com componentes altamente precisos e acurados, teremos A = A e
B = B e as equacoes acima se resumem a

e = Ae

Se a identificagao da condicao inicial xg da planta e o posterior ajuste
de zp também foram perfeitos, teremos e(tg) = 0 e e(t) = 0V¢t, como se
desejava. No entanto, se e(ty) # 0, a expressao acima diz que o maximo que
se pode conseguir é lim;_, ., e(t) = 0, e para isto ¢é preciso autovalores de A no
semiplano esquerdo aberto, ou seja, a planta deve ser inicialmente estével.

Quando ha erros na identificacao das matrizes, ou na sua implementacao,
nada garante que o comportamento da variavel e serd adequado, e assim z
deixara de ter qualquer relacao com z. Infelizmente a situagao real é esta,
pois os métodos disponiveis de identificacao sao imperfeitos. Além disto,
mesmo se se conhecesse os parametros da planta com certeza absoluta, seria
impossivel construir na pratica um modelo com parametros idénticos. Como
encontrar componentes com a precisao suficiente para igualar estes valores?
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Chegamos assim a triste conclusao que a reconstrugao de modelo é também
um método inviavel para a recuperacao de estado.

2.3 Técnicas de Substituicao de Estado

O malogro dos métodos de Recuperagao de Estados acima descritos sugere
algo. No segundo deles, a saida y da planta nao é utilizada. Poderiamos
pensar em usar a idéia bésica de realimentacao para corrigir os inconveni-
entes encontrados: construirifamos uma saida y* = C'z para o modelo, com-
parariamos esta saida com a saida real y da planta e realimentariamos o
resultado desta comparacao para, de alguma maneira, obrigar o sinal y* a
rastrear y. Acontecendo isto espera-se que o estado z seja obrigado a rastrear
T mais precisamente.

u Yy
- P

Y

X

Na malha de realimentagao colocariamos um ganho L para poder alterar
a velocidade de convergéncia. Se realmente conseguissemos y* e y sempre
“proximas”, estariamos fazendo com que z também se aproximasse de z. Fs-
tas idéias sao muito atraentes, pois afinal uma das utilidades fundamentais da
realimentacao é exatamente resolver problemas como este. Mas elas seriam
verdadeiras? O esquema proposto realmente funciona? A intuigao diz que
sim, mas é necessario analisa-lo com um pouco mais de detalhes. Supondo
que usamos as matrizes exatas no modelo, ou seja, A=AB=B,C=C,
podemos usar o diagrama anterior para estabelecer as equacoes:
t = Axr + Bu
y =Cr
2 =Az+ Bu+ L(y —y*)
=Az+ Bu+ Ly — LCz
=(A—-LC)z+ Bu+ Ly

Lembrando a definigao do erro, e(t) = x(t) — z(t) podemos escrever
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¢ =Ar+Bu—(A—-LC)z— Bu— Ly
=Ar—(A—-LC)z— LCx
=(A—-LC)e

Se os autovalores da matriz A — LC puderem ser colocados no semiplano
esquerdo aberto do plano complexo entao lim;_ ., e(t) = 0 V eq. Isto significa
que o estado z(t) do modelo tende assintoticamente para o estado inacessivel
x(t) da planta mesmo se o estado inicial do modelo for diferente do estado
inicial da planta. Se estes estados forem idénticos, entéo e(t) = 0 V¢ ou seja,
x(t) = z(t) Vt. Vemos assim que o esquema apresentado pode funcionar para
a finalidade desejada desde que os autovalores da matriz A — LC' possam ser
convenientemente escolhidos. H4 um resultado classico da teoria de sistemas
lineares que trata exatamente desta situacgao:

Teorema 2.3.1 Os autovalores da matriz A — LC podem ser livremente de-
signados através de escolha da matriz L se e somente se o par < C; A > for
observavel.

As perspectivas estao melhorando. Se houver observabilidade da planta
conseguiremos construir um modelo cujo estado é um bom candidato para
substituir o estado inacessivel. Se as condicoes iniciais forem favoraveis
(iguais) entdo a cépia sera perfeita; no caso mais comum de haver desa-
justes iniciais, entao o estado do modelo tende assintoticamente ao estado

x(t).

2.4 Resumo do Enredo e Perguntas

Desejamos implementar uma lei de controle por realimentagao do estado
de uma planta, mas é impossivel medir todas as componentes deste vetor.
As primeiras técnicas propostas para corrigir esta situagao, as técnicas de
recuperacao de estado, mostraram-se inaplicaveis, de interesse apenas tedrico.
Em seguida, a intuicao sugeriu um procedimento, aparentemente razoavel,
de se encontrar um substituto para o estado. Uma base tedrica sélida garante
a possibilidade de funcionamento deste esquema; os passos necessarios para
implementa-lo seriam:

e Verificar a observabilidade do planta

e Encontrar L tal que os autovalores de A — LC' sejam “estaveis”
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e construir um modelo de acordo com o diagrama anterior

Este procedimento se baseia em anexar a planta um outro sistema dina-
mico, chamado até agora de “modelo” ou “cépia”, cujo estado — mensuravel,
por construgao — promete ser um substituto para o estado perdido, algo que
tende assintoticamente a ele. Neste ponto, muitas perguntas importantes
aparecemn.

Quem nos garante que a lei de controle u = F'z, com o estado
substituto, terda o mesmo efeito que a lei original u = Fa ?

O modelo M continuard fornecendo uma boa copia para x
mesmo quando seus parametros A, B e C' forem diferentes dos
parametros originais da planta?

Podemos encontrar outros sistemas dinamicos capazes de for-
necer substitutos para o estado da planta? Se sim, qual seria a
dimensao minima destes sistemas?

Nas proximas secoes responderemos estas e outras questoes relacionadas
a esses sistemas geradores de estados substitutos. Em primeiro lugar, um
batizado. Tais sistemas recebem o nome de Estimadores Assintoticos de Es-
tado, ou entdao Observadores Assintéticos ou simplesmente Observadores, e
foram introduzidos na literatura por Luenberger. Apds estudar os observa-
dores dirigiremos a atencao para as técnicas de Transformagao do Problema.
Procuraremos transformar o problema de realimentar um estado intocavel
em um problema de realimentar saidas mensuraveis. Serd a vez dos chama-
dos Compensadores Dinamicos, pesquisados inicialmente por Pearson. Em
qualquer dos casos teremos um aumento da ordem do sistema, isto é, torna-se
necessaria a introducao de um novo sistema dinamico, com novos modos e
autovalores, para que possamos contornar as dificuldades de um estado nao
mensuravel. No primeiro caso, dos observadores, os modos adicionados sao
inobservaveis, ocorrendo o oposto no segundo caso. Mas isto sao coisas futu-
ras, € no tempo certo nos dedicaremos a elas, com a energia e a concentragao
necessarias. Uma tarefa por vez, e agora a vez ¢é da:

2.5 Teoria dos Observadores

Observador ou Estimador Assintéotico de Estados ¢ um sistema di-
namico capaz de reproduzir, substituir os estados nao mensuraveis de uma
planta P com o conhecimento de suas entradas e saidas:
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A tarefa do projetista se resume a criar um sistema dinamico O acionado
pela entrada u e pela saida y da planta P e cuja saida w seja um bom
substituto para o estado x da planta, inacessivel. Dizer que w é um bom
substituto para x significa dizer que w tende assintoticamente para x ao
longo do tempo:

w(t) — x(t) quando t— oo

ou entao

lim (w(t) — x(t)) =0

t—o0
Sendo a planta um sistema linear e invariante no tempo, é razoavel su-
por que seu estado possa ser observado por estimadores também lineares e
invariantes no tempo. Esta serd uma hipotese de trabalho sempre presente.
Com ela, o objetivo principal do estudo pode ser resumido na seguinte

Meta:

Dada uma planta P caracterizada pelas matrizes A, B, C e pela
condicao inicial zy, encontrar um sistema dinamico acionado por
suas entradas e saidas, com condicao inicial zy e cuja saida w
tenda assintoticamente para o estado inacessivel x de P quaisquer
que sejam as condigoes iniciais:

lim (w(t) —z(t)) =0 Vg, V2

t—o0

Um sistema dinamico capaz disso recebe o nome de Estimador Assintético
de Estados, ou Observador Assintotico ou simplesmente observador e sera
indicado pelo simbolo O. Para simplificar a nota¢ao podemos chamar w(t) —
z(t) de erro de estimagao, £(t):

e(t) = w(t) — x(t) (2.1)

As equagoes dinamicas abaixo descrevem a planta e um candidato a ob-
servador:
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z(t) = Az(t) + Bu(t) 2(t) = Gz(t) + Hu(t) + Jy(t)
P y((t)): Cx(t) S w((t)) = Mz(t) + Ny(t)
x(tg) = w9 z(to) = 20

Supomos que a planta é um sistema com dimensao n, ou seja, x(t) per-
tence ao espaco de estados X' com dimX = n. Analogamente diriamos
que u(t) € U, com dimU = m e y(t) € Y, com dim)y = r. Com isto
as matrizes A, B e C' tem dimensoes, respectivamente, (n X n),(n x m) e
(r x n). Supomos também que o candidato a observador tem dimensao o,
ou seja, seu estado z(t) pertence ao espago Z com dim Z = o. A saida w
deve ter a mesma dimensao de x, logo w(t) € W =X e dimW = dim &’ =
n. Assim os tamanhos das matrizes G, H, J,M e N sao, respectivamente:
(0 x0),(0xm),(oxr),(nxo)e(nxr).

Um modelo mais geral para o candidato S relacionaria w(t) com a entrada
u(t) da planta, por meio de um termo do tipo N'u(t) na equacao de w(t). As
andlises posteriores mostrarao que podemos prescindir de tal acoplamento
direto; a estrutura mostrada acima ja é suficientemente ampla para permitir
o desenvolvimento.

A meta pode agora ser enunciada de maneira mais precisa: conhecida
uma planta como acima, projetar um sistema dinamico S, caracterizado pe-
las matrizes < G, H, J, M, N >, de modo a conduzir o erro de estimagao &(t)
assintoticamente a origem. Esta convergéncia deve se verificar para quais-
quer condicOes iniciais da planta e do observador. Apresentamos a seguir
o resultado mais importante no estudo dos observadores, a base tedrica de
todos os préximos passos. O simbolo A\(X) denota o espectro da matriz X,
o conjunto de todos seus autovalores; o plano complexo é representado por
' e o seu semiplano esquerdo aberto, a regiao estavel, por €.

Teorema 2.5.1 — Teorema Fundamental dos Observadores

O sistema dinamico S =< G, H,J, M, N > € um observador assintotico
para a planta P =< A, B,C > se e somente se existitir uma matriz T'(oxn),
com o < n, tal que:

TA-GT = JC (2.2)
TB = H (2.3)
MT +NC = I, (2.4)
ANG) ¢ € (2.5)

Este teorema mostra que o problema de se projetar um Estimador As-
sintético de Estados recai em um problema de Algebra Matricial: solucionar
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as equagoes (2.2), (2.3) e (2.4). A equagdo (2.5) apresenta uma restrigdo de
natureza diferente, pois ¢ independente de T' e diz que G deve ser escolhida
de modo a ter seus autovalores em €', ou seja, qualquer observador deve
ser estavel. Note-se também que o caso o > n ficara de fora porque, como se
verd a seguir, as condigoes para existéncia de solucoes quando o < n ja sao
suaves. E do ponto de vista pratico é certamente melhor usar estimadores
com ordens menores. A demonstracao do teorema acima serd dividida em
partes.

A condicao é necessaria: Supomos que S =< G, H, J, M, N > estima
o estado da planta. Isto significa que lim;_., £(t) = 0. Lembrando a definigao
de €, na equacgao 2.1,

e(t) =w(t) —x(t)
= Mz(t) + NCx(t) — x(t)
= M=z(t) + (NC — I)x(t)

deduzimos que
Mz(t) = (I — NC)xz(t) + &(t) (2.6)

Estamos considerando a dimensao do observador menor ou igual a da
planta: o < n. Isto significa que a matriz M(n X o) terd mais linhas que
colunas, e poderd ser escolhida com posto completo, ou seja, p(M) = o, o
que permite encontrar uma pseudoinversa M T (o x n) tal que Mt M = I,.
Usando isto em (2.6) conseguiremos uma expressao para z(t):

2(t) = M (I — NC)x(t) + M*e(t) (2.7)
Colocando M*(I — NC) =T e M"e(t) = e(t) chegamos a

2(t) = Tx(t) + e(t) (2.8)

Esta expressao (2.8) diz que o estado z dos observadores deve necessari-
amente ser uma transformacao linear do estado x da planta acrescida de um
certo erro e. Derivando (2.8) e usando as equagdes bésicas de S:

2(t) =Tx(t) + ét)
=TAx(t) + TBu(t) + €(t)
= Gz(t) + Hu(t) + Jy(t)
Lembrando que y(t) = Cxz(t) podemos igualar as diferentes expressoes
para 2(t) acima:
TAx(t)+TBu(t)+é(t) = Gz(t)+ Hu(t)+ JCx(t)
TAz(t) +é(t) = G(Tx(t)+e(t) + (H—TB)u(t) + JCx(t)
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donde tiramos, apds alguns agrupamentos:
(GT + JC —TA)x(t)+ (H — TB)u(t) — (é(t) — Ge(t)) =0

A expressao acima deve se anular independentemente das fungdes z(-),
u(+), e(+) envolvidas. Para isto é necessario que

GT+JC —TA=0
H-TB=0
é(t) — Ge(t) =

A primeira das equagoes acima se transforma trivialmente em
TA-GT =JC
que é a restrigao (2.2) do teorema. A segunda equagao fica
TB=H
e temos (2.3). A ultima expressao leva a
é(t) = Ge(t)

Mas lim;_, e(t) = 0 pois e(t) = M*e(t), e estamos supondo que a es-

timacao funciona, ou seja, £(t) — 0. Como isto deve valer para quaisquer

condigbes iniciais, somos levados a concluir que o sinal de erro e(t) tem um
comportamento estavel, o que é equivalente a

MNG)C C

Esta é a equagdo (2.5). Para estabelecer a validade de (2.4) devemos
lembrar que &(t) — 0, logo lim;_(w(t) — x(t)) = 0, donde
ling o M2(1) + Ny(t) — 2(t)) = 0
limy oo [M(T'z(t) + e(t)) + NCx(t) — 2(t)] = 0
limy oo [(MT 4+ NC — Iz(t) + Me(t)] =0
limy oo [(MT 4+ NC — I)x(t)] + lim oo Me(t) =0

O sinal e(t) tende a zero, logo o seu limite na expressao acima é nulo;
como esta expressao deve ser verdadeira para qualquer x(t), concluimos que

MT+NC =1
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e esta é exatamente a equacdo (2.4), o que completa a demonstragao da
necessidade do teorema.

A condigao é suficiente: Considere as matrizes G, H, J, M e N esco-
lhidas de modo a satisfazer as equagoes (2.2), (2.3), (2.4) e (2.5). Podemos
com elas construir um sistema dinamico S descrito pelas equacgoes:

S{ 2(t) = Gz(t) + Hu(t) + Jy(t)
w(t) = Mz(t) + Ny(t)

Mostraremos que este sistema funciona como um Estimador Assintético
de Estados, ou seja, que w(t) tende assintoticamente para z(t). Para isto,
estudemos o sinal

)+ Ny(t) — =(t)
z(t) + (NC — Da(t)
) — MTx(t)
t) —Tu(t))

Note-se que a expressdao (2.4) foi usada. Se mostrarmos que o sinal
2(t) — Txz(t) tende a origem, teremos mostrado que w(t) é uma estimativa
assintética de z(t) e, consequentemente, S funciona como observador para
planta. Seja e(t) = z(t) — Tz(t); derivando este sinal temos:

é(t) =z(t) —T(t)
= Gz(t) + Hu(t) + Jy(t) — T(Ax(t) + Bu(t))
=G(Tz(t) +e(t)) + Hu(t) + JCx(t) — T Ax(t) — TBu(t))
= (GT+JC -=TA)x(t)+ (H — TB)u(t) + Ge(t)
Usando (2.2) e (2.3) deduzimos que
é(t) = Ge(t)

Finalmente, a partir de (2.5) concluimos que o erro acima tem um com-
portamento estavel, e S realmente estima. [

A base tedrica necessaria para o estudo dos observadores esta contida no
resultado acima. No restante deste capitulo trataremos de aspectos gerais
associados e apresentaremos exemplos ilustrativos. Antes, porém ...

2.6 Resumo do enredo

Por obra e graca do teorema da se¢ao anterior, o problema pratico de projetar
um sistema dinamico capaz de gerar um substituto para o estado inacessivel
de uma dada planta se transformou no seguinte problema matemaético:
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Dadas as matrizes reais A(nxn), B(nxm), C(rxn) encontrar, se possivel,

matrizes reais
T(oxn), Gloxo), H(oxm),

Joxr), M(nxo), N(nxr)

com o < n tais que as expressoes abairo, chamadas de Relacoes Fundamentais
dos Observadores, ou, mais resumidamente, RFO, se verifiquem:

TA-GT = JC

B = H
MT+NC = I,
MNG) € C

Tendo em maos uma solugao das RFO o projeto se encerraria com a
efetiva implementacdo do estimador. Para isto construiriamos um sistema
dinamico de acordo com o diagrama abaizo:

u Yy
> P >

Xl

Y
=
—

A postura sensata a se tomar diante de um problema matemético qualquer
se resume a duas etapas:

1. Saber se existe solucao

2. Em caso positivo, encontrar uma delas, ou mais de uma, ou entao
delimitar a familia de todas as possiveis solugoes.

A primeira vista estas tarefas podem parecer formidaveis para a situacao
acima discutida de se projetar observadores para uma dada planta. Serd
mais facil do que parece, felizmente. Os préximos capitulos tratarao com
mais detalhes destes aspectos matematicos de existéncia de solucoes e de
uma busca ordenada delas. Antes disso, a hora é de exemplos e dos outros
temas gerais prometidos.
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Exemplo 2.6.1 Seja a planta P modelada por:

A:[_g _;]; B:[_H; C=[10]

Um possivel caminho para resolver as RFO consiste em fizar uma das
matrizes procuradas e verificar se é possivel encontrar as demais. As vezes
¢ vantajoso escolher inicialmente a matriz G, caracteristica da dinamica do
observador. Seja entao, por exemplo,

-1 0
S
Com esta escolha a equacdo (2.5) jd foi satisfeita. Tomando agora T e J
totalmente literais, (2.2) fica

i lig o 1} | -1 0 tn tie | _ | N (1 0]
lo1 t22 -2 =2 0 —1 o1 Too J2

que pode ser desenvolvida até

tin — 2t t1 — ti2 _ Ji 0
to1 — 2tan o1 — o2 J2 0

Esta expressao fornece as sequintes restrigoes:

tio =t J1 =111 — 2tia = —tn
tog = to1 J2 = ta1 — 2tas = —ty

Com isto teremos

t11 T —t11 —2l1
T = o J = ;. H=TB=
[ o1 tan ] [ —la ] l —2ty ]

Sejam agora M e N literais. A equagdo (2.4) exige que

. o _-10 . nq
MT = I, NC__O 1] an][l 0]

donde
MT =

[ 1—77/1 0
—MNo 1

Como as colunas de T sao idénticas, as de M'T também devem ser, logo
1—n1=0eny=—1, 0 que leva a



O produto de M pela seqgunda coluna de'l" deve ser igual a sequnda coluna

de I — NC':
mip M2 tu | _ |0
Ma1 Moo o1 1
Esta equacao admite muitas solucoes. Supondo, por exemplo, t11 = to =
1 encontrariamos as restricoes miy + mia = 0 e ma; + moy = 1 acarretando

mi —mn
M =
mo; 1 —mg

A solucdo encontrada para as RFO seria constituida pelas matrizes:
11 -1 0 -2 -1
I I A R R

[z ) vl

o1 1-— mo1 —1

e o estimador assintotico de estados seria implementado pelo diagrama visto
anteriormente.

Vérios aspectos precisam ser discutidos. Em primeiro lugar, o método uti-
lizado para se encontrar solugoes para as RFO ¢ trabalhoso, cheio de artificios
e pouco pratico; nos proximos capitulos apresentaremos maneiras elegantes
e sistematizadas para resolver tal problema. Outro aspecto. Que aconteceria
se fosse escolhida uma matriz G diferente no principio? Os desenvolvimentos
efetuados sugerem que o método continuaria funcionando e chegariamos a
um outro conjunto de solugoes para as RFO. Mas e o observador resultante,
que aconteceria com ele? De que maneira a escolha de G afeta o desempenho
final?

Mais um tépico. Voltando ao exemplo, verificamos que ha muita liberdade
na escolha dos parametros t1; e tj5. A selecao feita, t1;, = t15 = 1, foi
aleatdria. Que aconteceria para outras escolhas? Sejam, por exemplo, t1; = 1
e t12 = 0. Isto ocasionaria

[t 2] [ e[



e o estimador seria representado por

Z(t):l_cl] _Hz(t)Jrl_g]u(tH[

Como G é diagonal, verifica-se que a segunda componente do vetor z é in-
controlavel: os sinais u e y sao incapazes de afeté-la. Isto leva a crer que nada
se perderia no comportamento dinamico do estimador se desprezassemos esta
parte e considerassemos apenas a equacao dinamica reduzida

0 1 y(t)

Z(t) = =2z (t) = 2u(t) — y(t)

Um sistema construido de acordo com esta equacao continuaria estimando
o estado x da planta? Os leitores sao gentilmente instigados a pensar no
assunto. Ainda outro aspecto. A resolucao das RFO fornece as matrizes
que devem ser usadas na pratica. Que acontece se nao conseguimos obter
componentes reais suficientemente acurados para implementar com exatidao
os valores de projeto? Estes assuntos palpitantes, entre outros, serao tratados
nas proximas secoes.

2.7 Escolhendo a Rapidez

Conforme vimos na demonstracao do teorema 2.5.1, se um observador foi
projetado para uma determinada planta, entdo o sinal definido por e(t) =
z(t) — Txz(t) satisfaz a equagao diferencial é(t) = Ge(t), donde

e(t) = '“(eo)

Este sinal e(t) serd chamado de erro de operagao; para evitar confusoes,
¢ conveniente lembrar a definicdo do erro de estimacgao: €(t) = w(t) — z(t).
O estado do observador é dado por

2(t) = Tx(t) + €' (2 — Txo)

Acertando a condicao inicial do observador por meio de zy = T'zy havera
uma dependéncia linear exata entre os estados do observador e da planta:
z(t) = Tx(t) Vt, e o erro de operagao serd identicamente nulo: e(t) = 0 Vt.
O erro de estimacao também se anula, ou seja, a estimacao serd perfeita:
w(t) = z(t) Vt.

Em um caso mais real, onde é impossivel ajustar a condicao inicial do
observador com tanta exatidao, poderemos ter e(t) — 0 quando ¢ — oo, ou
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equivalentemente, z(t) — Tz(t) quando t — oo, ou ainda w(t) — z(t), bas-
tando para isso uma escolha adequada do espectro de G. Os autovalores desta
matriz precisam, obviamente, estar em (€' ; quanto mais a esquerda forem
colocados, mais rapidas serao as convergéncias. A matriz G deve satisfazer
a equagao (2.2) das RFO; se apés essa restri¢ao ainda for possivel escolher
arbitrariamente os seus autovalores, entao poderemos tornar a convergéncia
do observador arbitrariamente rapida.

Exemplo 2.7.1 Consideremos novamente a planta P estudada no exemplo
2.6.1:

i =] 5 ]| 3 |uos so=11 0%t

O estimador projetado obedecia as sequintes equagoes:

z«(t):l_é _Hz(tH[:;]u(twljﬂy(w

mg 1 —mo

O S FU R B P10

O desempenho deste observador é caracterizado por autovalores em—1.
Supondo que a entrada € um degrau unitdrio u(t) = 1(t), que as condig¢oes
iniciais Ty e zg sao nulas, e que escolhemos mi1 = moy = 1, verificariamos
por simulagao — ou através de alguns cdlculos simples — que o estimador
tem um funcionamento perfeito: w(t) — x(t) =0 Vt. Isto era de se esperar,
dadas as condigoes iniciais favordveis. O cardter assintotico da estimagao
aparece apenas quando Twxg # z. Sejam entdo zg = [-1 — 2|7 exy =
[2 1T, Os grdficos abaizo ilustram o comportamento das varidveis de
estado “reais”, x1 e xy e o das varidveis estimadas wy e ws.

Variaveis de Estado e Saidas do Estimador com Pdlos em -1
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As wvaridveis estimadas realmente tendem para as reais, de acordo com
a previsao teorica. Que aconteceria se o observador projetado fosse mais
“rapido”? Refazendo os cdlculos do exemplo anterior para G com auto-
valores em —5 encontrariamos, conforme os leitores diligentes certamente
verificarao:

i) = [ o ] 2(t) + [ - ] ult) + [ By ] y(t)

O RS EUR PR

mor 1 —mg

Considerando novamente a mesma entrada em degrau unitdrio, os mes-
mos valores para os my; e as mesmas condi¢oes iniciais nao nulas, uma
simulagao mostraria o desempenho resultante. A andlise das curvas abairo
e sua comparacao com as do estimador lento anterior é muito instrutiva.

-3 : 1 1 1 1
1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Varidveis de Estado e Saidas do Estimador com Pdlos em -5

Estes exemplos permitem visualizar os fatos indicados pela teoria: o de-
sempenho da estimacao depende da dinamica da matriz G. Supondo que
o espectro do observador possa ser livremente escolhido, a tendéncia natu-
ral seria a de empurrar os autovalores para a esquerda o maximo possivel,
garantindo assim uma convergéncia muito rapida. Este procedimento pode
acarretar problemas praticos associados a ganhos elevados, tais como sa-
turacao de componentes, picos indesejados nos transitérios, amplificacao de
ruidos, etc. As técnicas do Controle Otimo Linear Quadratico podem ser
aplicadas a este problema de escolha dos autovalores de G, como veremos
oportunamente.

2.8 Diminuindo a Ordem

Dada a planta P =< A, B,C' > cada conjunto < T,G, H, J,M, N >, onde
as matrizes foram escolhidas convenientemente, corresponde a um particular
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observador assintético. A idéia de simplicidade é sempre atraente. Qual
seria a minima ordem possivel para os observadores de uma dada planta?
Em outras palavras, qual o minimo valor possivel para o inteiro o capaz de
satisfazer as RFO? O teorema 2.5.1 pode ser empregado para responder esta
questao:

Corolario 2.8.1 A ordem minima necessdaria para um observador estimar
o estado de uma planta é n —r, onde r representa o numero de varidveis de
saida da planta.

Demonstracao: Podemos reescrever (2.4) como

C
o N =
Um resultado classico da algebra matricial diz que o posto de um produto
de matrizes é sempre menor ou igual ao posto dos fatores: se X = W Z entao
p(X) <min{p(W), p(Z)}, donde concluimos que p[M N]| > p(I,) = n. Mas
esta matriz tem o 4 r colunas e assim

o+r>plM N |>n
oque conduz ao>n—r |

As varidveis de saida (mensuréveis por defini¢ao) sdo combinagoes lineares
das variaveis de estado. Ha r delas. Deste modo, é razoavel supor que r
das variaveis de estado nao precisam ser estimadas pois podem ser obtidas
diretamente das medidas de y. Restariam n—r componentes de x, e para estas
seria construido o observador. Maiores detalhes virao no proximo capitulo.

Exemplo 2.8.1 Seja novamente a planta cujas equagoes dinamicas sao ca-
racterizadas pelas matrizes:

R B RS

Um estimador assintotico de ordem o = n = 2 foi projetado para tal planta
no exemplo (2.6.1). Sabendo agora que a ordem dos observadores minimos
para este caso € o = n —r = 1, a mesma sistemdtica usada entao para
resolver as RFO pode ser tentada. Para isso fiza-se inicialmente a dinamica
do estimador, escolhendo, por coeréncia, G = —1. Tomando T e J literais,

(2.2) fica
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[t ti2 ] [ _g _; ] —(=D[tn t2]=@G)[1 0]

que pode ser desenvolvida até

[t — 2t tu—tiz =[5 0]

Esta expressao fornece as restrigoes: tio = t11 € 1 = t11 — 2t10 = —t13.
Com isto teremos T = [t11 tn], J = —t1n e H=TB = —2ty;. Sejam M e
N literais. A equagao (2.3) exige que

MT =T, —NC=| . O]—[”ll[l 0]
donde

MT = —TN9 1

_1—n1 O‘|

Como as colunas de T sao idénticas, as de M'T também devem ser, logo
1—n1=0eny=—1, 0 que leva a

-]

exatamente como no caso do exemplo (2.6.1). O produto de M pela sequnda
coluna de T deve ser igual a sequnda coluna de I — NC':

miq . 0
Esta equacao fornece duas restricoes: miityy = 0 e moyty; = 1. A partir
da primeira verifica-se que mi; = 0 pois senao T se anularia; a sequnda

admite muitas solugoes. Supondo, por eremplo, t11 = 1 encontrariamos
mo1 = 1; a matriz M seria dada por

[

A solucao encontrada para as RFO seria constituida pelas matrizes:

T=[11];, G=-1; H=-2; J=-1



e o estimador assintotico de estados seria implementado por

(0 =~ - 200 5w = | [0+ | | ]uto

A equagao para w mostra que sua primeira componente wy € idéntica
a saida y; o fato de o estimador ter ordem minima € uma consequéncia
deste fato, de nao ser necessdrio “gastar uma ordem” para estimar um sinal
mensurdvel. E interessante comparar estes resultados com os comentdrios
feitos apds o exemplo (2.6.1). O cdlculo de um observador minimo com
pdlos em —5 seria feito trivialmente, resultando em

(1) = —5(t) — 6u(t) — 17y(0):  w(t) = [ : ] A1)+ [ ! ] ()

Considerando a mesma entrada em degrau unitirio e as mesmas con-
digoes iniciais do exemplo (2.6.1), uma simula¢dao mostraria o desempenho
resultante. Como a primeira varidvel de estado, x1, € obtida trivialmente,
apenas T € sua estimativa wo serao mostradas. O primeiro grafico ilustra
o estimador “lento” com autovalores em —1; o sequndo mostra o comporta-
mento “rapido”.

Estimador Minimo — Autovalores em —1 e —5

2.9 Separacao de Estados

Os esforgos no sentido de buscar um bom substituto para estados inacessiveis
conduziram a esquemas interessantes e promissores. E teoricamente possivel
construir sistemas dinamicos cujas saidas estimam estados que nao se con-
segue medir. Esses sistemas devem ser acoplados a planta, e em situagoes
especiais a substituicao sera perfeita; em caso contrario a saida do observador
tende assintoticamente ao estado procurado.
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Os problemas de Controle normalmente requerem realimentacoes de es-
tado, ou seja, devemos usar uma lei de controle do tipo u = F'z + v onde x é
o estado da planta. Ora, o maximo que se consegue na pratica é implementar
alei u = Fw+ v onde w é a saida mensuravel de um observador. Quando as
condigbes iniciais forem adequadas (z(0) = T'z(0)), teremos w(t) = z(t) Vt
e os resultados conseguidos sao exatamente os que a teoria preve. Havera,
l6gico, o trabalho adicional de se construir um sistema dinamico extra e
adiciona-lo a malha de controle. Mas estas sao hipoteses um tanto quanto
utopicas. As hipdteses de trabalho razoaveis devem obrigatoriamente le-
var em conta que as condicoes iniciais podem nao ser tao camaradas. Isto
quer dizer que w(t) “apenas” tende assintoticamente para z(t). Nestas cir-
cunstancias, qual sera o efeito da lei de controle u = Fw + v? E licito usa-la
para substituir a lei original, que usa o estado real?

v U
> > P —g
o
T
F e
O que se deseja v U Y
q ] —>O > P >
A Xl

Y
w
> @) >

O que se consegue
F e

Estes diagramas ilustram essas duas situagoes: gostariamos de usar o
esquema descrito no primeiro deles, mas apenas o sistema do segundo di-
agrama pode ser construido na pratica. Novos elementos dinamicos estao
sendo introduzidos na malha de controle. Qual sera seu efeito? O comporta-
mento dos sinais z(t) e y(t) serd semelhante ao que teriam se ndo houvesse
esse novo sistema na malha? Pela teoria vista até agora, nada garante isso;
sabe-se apenas que w(t) — z(t) quando t — oc.

Seja a planta P e um seu observador O:

#(t) = Az(t) + Bu(t) 2(t) = Gz(t) + Hu(t) + Jy(t)
P ygt) ): Cx(t) O w((t)): M=z(t) + Ny(t)
z(tg) = xg z(to) = 20
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O sistema global constituido por P e por O pode ser descrito pelas se-
guintes equacgoes dinamicas:

Alie szl
v=te o1 1]s werne w[7]

Realimentar o estado estimado significa usar a lei

u = Fw+wo
= F(Mz+ NCz) +v
= FNCx+ FMz+wv

A equacao dinamica da malha fechada fica:

¢l [ A+BFNC  BFM v],[B
;| T | JO+HFNC G+HFM || =z H|Y

Para melhor apreciar as propriedades desta equagao, seja a mudanca de
bases dada por

N I, 0.
p—Qp—[T [O]p

onde por p entendemos o estado expandido composto por z e por z. Na nova
base esse estado seria representado por

o= 5 b2 )= [ =[]

A malha fechada passaria a ser descrita por

. .l A+BFNC  BFM . IB
_ 1 1
pP=Q lJCJrHFN(J G+HFM]QP+Q lH]fU

Aproveitando as propriedades estruturais da matriz () escolhida, o desen-
volvimento dos produtos acima levaria a

i A 1 o )
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v=tc 0l T] w=rr 1|7 210

e

As propriedades dinamicas do sistema expandido planta + observador +
lei v = Fw sao realcadas nesta nova base. Com efeito, uma simples inspecao
das matrizes acima permite verificar que o espectro da malha fechada ¢é a
uniao do espectro desejado com o espectro do observador:

MA.) = AA + BF) U A(G)

Esta relacao é importante. A lei de controle que se deseja implemen-
tar, v = Fx + v, interagiria com a dinamica da planta fazendo com que
o comportamento da malha fechada fosse descrito pelos autovaloreses da
matriz A + BF. A lei de controle que efetivamente se consegue construir,
u = Fw + v, também é capaz de impor a malha fechada os autovaloreses de
A+ BF. H4, entretanto, um preco a se pagar: além destas caracteristicas
dinamicas, que eram desejadas, a dinamica do observador faz parte da malha
fechada, forgosamente.

Estimadores sao, por projeto, sistemas estaveis, logo a presenca dos au-
tovaloreses de GG na dinamica final deve ser aceita com tranquilidade. Além
disto, as equacoes acima deixam bem claro que ha uma “separacao” entre
os comportamentos dos sistemas envolvidos. O préoximo exemplo mostra as
diferencgas entre a montagem de uma lei de controle ideal e a implementagao
da mesma lei via estimadores assintéticos de estado.

Exemplo 2.9.1 Seja a planta P para a qual as matrizes sao:

a=[7 ) m=[S] emnon =[]

Esta planta € instdvel, mas uma simples aplicagcao das técnicas de sintese
mostraria que a lei de controle uw = Fx = [ 1 2 ]z a estabiliza, colocando
os autovalores da malha fechada em —1 £ 5. As equacgoes da malha fechada
seriam:

i(t) = (A+ BF)z(t) = l B _;]x(t); 2(0) = l _ﬂ
Py

y(t) = Ca() =1 0 Ja(t)

onde qualquer semelhanca com coisas jd conhecidas talvez nao seja mera
coincidéncia. O método de projeto mostrado nos exemplos da se¢ao anterior
pode ser empregado para obter o sequinte estimador de ordem completa e
dinamica caracterizada por autovalores em —1:
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we) =] To]s0+] 3 |uo

Os leitores sao encorajados a refazer os cdlculos. FEste projeto pode ser
considerado um estimador lento, pois seus autovalores tem parte real igual
a parte real dos autovalores da planta. Um estimador mais rapido, com
dinamica ditada por autovalores em —5, seria, como os leitores certamente
verificarao:

A1) = [ -l 1 +(t) + l . ] u(t) + l o ] () 2(0) =0

1 -1

wO =] 1 To]s0+] 3 |uo

Uma palavrinha de aviso. O método de projeto visto até agora pode ser
aplicado, como estd realmente sendo, a exemplos simples como estes. A fina-
lidade deles é apenas ilustrar as RFO. O proximo capitulo serd inteiramente
dedicado a descrever, detalhar e discutir métodos mais elaborados de projeto,
certamente aplicaveis a casos mais gerais do que estes.

As figuras abaixo mostram o comportamento, obtido via simula¢do, que
a malha fechada teria nas condi¢oes ideais, se as varidveis de estado fossem
usadas no controle u = Fx. Estas curvas sao rotuladas como x\ e xb. As
figuras também mostram as curvas obtidas quando se realimenta a planta
com a lei u = Fw, factivel na prdtica. Os rétulos sio agora xt e &, para o

estimador lento, e x] e xf, para o rdpido.

8 T T T T T 25 T T T T T

20
15
10

R

Of=---2=

-5

Desempenho dos Observadores Completos e do Controle Ideal
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Como seria de se esperar, o desempenho do observador com autovalores
em —5 € mais satisfatorio: as varidveis se aproximam mais rapidamente
das curvas tdeais. Deve-se reconhecer, entretanto, que mesmo neste melhor
caso o comportamento transitorio é caracterizado por um pico cuja amplitude
pode ser inaceitdvel em algumas aplicagoes prdticas. Algumas possibilidades
se apresentam para combater este inconveniente. As condigoes iniciais do
observador sempre podem ser ajustadas para aperfeicoar a convergéncia. Esta
estratégia certamente melhoraria o defeito apontado, mas ela pressupoe o
conhectmento das condi¢oes iniciais da planta para que se possa escolher as
do observador, e isto pode tornd-la impraticdvel.

Pode-se pensar em melhorar o desempenho transitorio mudando os auto-
valores do observador. Uma maneira sistemdtica para estudar a influéncia da
dinamica dos estimadores nos resultados finais do controle serd vista oportu-
namente, no capitulo dos observadores “otimos”, quando técnicas de Controle
Otimo Linear Quadrdtico serao inseridas no projeto. Observadores minimos
também podem ajudar, pois permitem estimativas perfeitas para algumas das
varidaveis de estado, e isto pode ser suficiente para corrigir ou pelo menos mi-
norar os problemas detectados. Um estimador minimo e lento para a planta
em estudo, com autovalores em —1 tem as sequintes equacoes:

(0 = =)+ 20 50wl =| s+ 3 w0

5() = —52(8) + 6u(t) + 37y(1):  w(t) = [ 1 ] =(t) + [ L ] y(t)

4 = T T T T
12 K
10

—-
[\
W
N
(a1

Desempenho dos Observadores Minimos e do Controle Ideal

As amplitudes do transitorio foram reduzidas, e o comportamento global
do controlador se tornou mais aceitavel. Embora a finalidade principal destes
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exemplos tenha sido a de demonstrar a validade do uso de estimadores em
leis de controle, um aspecto sobre observadores completos e minimos cha-
mou a atencao. Pelo menos para este exemplo o projeto usando estimadores
minimos foi superior. Isto aconteceria sempre? Pelo fato de gerarem esti-
mativas perfeitas para algumas das varidveis, os observadores minimos sao
opgoes sempre interessantes, que podem ser tentadas em qualquer problema
de sintese.

Os resultados acima garantem que, mesmo usando o estado estimado,
conseguiremos posicionar arbitrariamente os autovalores da malha fechada,
e as possiveis interferéncias entre os dois sistemas, planta e observador, serao
inofensivas pois suas dinamicas permanecerao desacopladas e independentes.
As equagoes (2.9) e (2.10) também mostram que o sinal e = z — T’z é incon-
trolavel por u. Isto significa que a matriz de transferéncia relacionando y e
v ficaria:

Y(s)=C (sl —A— BF) ' BV(s)

Esta expressao poderia levar a concluir que o observador nao influencia a
malha fechada e que o efeito da lei de controle seria absolutamente igual quer
pudéssemos medir integralmente o estado quer usassemos um estimador. A
realidade nao é bem assim, conforme os exemplos anteriores apontaram: o
uso de observadores permite atingir os efeitos globais desejados, mas distorce
os sinais envolvidos.

Para conciliar esta tltima expressao com a realidade mostrada nos exem-
plos, lembremos que a matriz de transferéncia acima descreve o comporta-
mento da malha fechada quando as condigoes iniciais sao nulas: xqg = ey = 0.
Se estes estados iniciais nao forem nulos, como nos exemplos, a inclusao do
observador na malha afetard os sinais. Mas apenas durante o transitorio:
ao longo do tempo esta acao diminui e a convergéncia assintética as curvas
ideais é preservada.

2.10 Robustez, Monitores e Compensadores

Que aconteceria se um observador fosse construido com matrizes que nao sao
exatamente as de projeto? ou entao se a planta funcionasse com valores dife-
rentes dos valores nominais do modelo? A teoria diz que precisamos construir
um sistema dinamico com matrizes que, junto com as da planta, satisfazem
as RFO. No entanto, imperfeicoes praticas inevitaveis podem fazer com que
os valores efetivamente usados na planta e no observador sejam diferentes
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dos valores nominais e de projeto. Na maioria das vezes as diferencas sao
pequenas, mas mesmo assim ¢é necessario encarar um problema desagradavel:
esse sistema imperfeito é capaz de continuar estimando?

Seja uma planta descrita por < Ag, By, Cy > para a qual projetamos um
observador caracterizado pelas matrizes Gg, Hy, Jo, My e Ny. Isto significa
que as RFO sao verificadas para estes dados:

TAy— GoT = JoCo (2.11)
TB, = H, (2.12)
MT + NoCy = I, (2.13)
ANGo) € € (2.14)

De modo geral, sendo Vj o valor de projeto, ou nominal, de uma dada
grandeza, o seu valor real ou efetivo V' serd diferente de Vj, por causa das
imperfeicoes mencionadas acima. Os componentes podem ter seus valores
numéricos alterados por envelhecimento, ou por efeito de calor ou humidade,
ou entao por imprecisao de medida, ou por varios outros motivos possiveis.
Normalmente se escreve V = V49V e dizemos que 6V é uma perturbagao
da grandeza. No caso matricial a perturbacao 0V é uma matriz com as
mesmas dimensoes de V. Supondo entao que o observador é construido com
componentes reais teremos suas matrizes dadas por

G = Go+0G
H = Hy+0H
J = Jo+9dJ

M = My+oM
N = Ny+ 4N

Se os valores modelados para a planta variam, ou sao inexatos, temos

A = Ay+46A
B = By+6B
C = Cy+4dC

Usar componentes precisos na implementacao, ou entao ter um modelo
confidvel, significa que os 0A,0B,6C,0G,0H,6J,0M e 0N sao “pequenos.”
Para tornar mais precisa esta linguagem devemos considerar as classes de per-
turbagoes: sendo o real € > 0 diremos que o simbolo Qy (¢) denota a classe
de perturbagoes 6V cujos elementos sdao, em modulo, estritamente menores
do que €:
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Qv(e) = {0V [ Vi,j [(6V)y < e}

Quando o valor de € é pouco importante chamaremos {2y (¢) de classe de
perturbacoes arbitrariamente pequenas de V. Para fixar os conceitos
vamos enunciar um resultado conhecido da teoria matricial:

Teorema 2.10.1 Sendo My uma matriz quadrada real com N(My) C C~
entao existe € > 0 tal que A\(My+dM) C €~ para perturbagoes 6 M € Qp(e).

Este resultado diz que se os elementos de uma matriz “estavel” forem sub-
metidos a perturbagoes dentro de certos limites a matriz resultante continua
“estavel.” O calculo do valor maximo de ¢ que ainda preserva a proprie-
dade esta associado a determinagao do raio da hiperesfera de establidade.
Detalhes maiores sobre esses assuntos nao serao vistos aqui; basta-nos saber
que perturbacgoes “razoaveis” de uma dada matriz quadrada preservam a sua
estabilidade.

A questao natural levantada por estas consideragoes é: projetado um ob-
servador < Gy, Hy, Jo, My, Ny > para a planta < Ag, By, Cy >, o dispositivo
montado com os valores reais < G, H, J, M, N > dados como acima conti-
nuard funcionando a contento? E se a planta é descrita nao pelos valores
nominais acima, mas por < A, B,C' >7

Comecemos investigando as RFO; se elas continuarem sendo satisfeitas
pelos valores perturbados entao o dispositivo efetivamente construido funci-
ona como estimador e pode continuar a ser chamado de observador. Lem-
brando que a matriz T tem existéncia apenas abstrata e nao precisa ser
implementada por qualquer sistema real podemos escrever

T(Ag+0A) — (Go+6G)T = (Jo+3J)(Co+dC) ( )

T(By+0B) = (Ho+0H) ( )

(Mo + 6M)T + (Nog + 0N)(Co + 6C) = I, (2.17)

MGy +9G)) € O ( )

O teorema 2.10.1 garante a validade da ultima destas equagoes, para

perturbacoes 0G adequadas. Para que as trés primeiras equacoes continuem
sendo satisfeitas é necessario e suficiente que

T(0A) — (0G)T — Jo(6C) = (0J)Cy+ (0J)(6C)(2.19)

T(6B) = 60H (2.20)

(OM)T + No(6C) + (ON)Cy + (6N)(6C) = 0 (2.21)
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Estas relacoes ensinam que as RFO permanecem vélidas desde que as
perturbagoes satisfacam um conjunto bem definido de restrigoes. Como os
parametros do mundo real variam de maneira totalmente arbitraria, sem
sequer supor que deveriam fazé-lo de acordo com certas regras, podemos
estabelecer o

Fato 2.10.1 As RFO dadas pelas equacoes 2.11, 2.12 e 2.13 deixam de ser
satisfeitas para quase quaisquer perturbacoes 6G,0H,0J,6M e N dos valores
de projeto e 0A, 0B, 0C" dos valores nominais.

O que significa dizer que as RFO deixam de ser satisfeitas? o dispositivo
perde completamente a capacidade de estimar os estados da planta? Vejamos
alguns exemplos. A “capacidade de estimar” de um observador serd medida
pelo comportamento do erro de estimagao para t — oo: quando e(t) — 0
temos uma estimacao perfeita, quando £(f) ndo se anula mas permanece
limitado temos um caso que pode ou nao ser aceito e finalmente, quando o
erro cresce indefinidamente temos uma falha total do aparelho. Em primeiro
lugar consideraremos o caso de modelo perfeito, ou seja, os parametros do
observador podem ser perturbados, mas os da planta nao: A = 0B = 0C =
0.

Exemplo 2.10.1 Seja a planta:

o= 5 5 e+ ] Suo w=] ] w0 =11 0w

para a qual se projeta um estimador
2(t) = Goz(t) + Hou(t) + Joy(t); 2(0) = =
w(t) = Moz(t) + Noy(t)

com valores nominais dados por

R T P E) )

w1 3] nell

A sua dinamica € caracterizado por autovalores em —1, e sua funcao é
estimar os estados da planta para entrada em degrau unitdrio u(t) = 1(t).
Supomos que o dispositivo efetivamente construido opera com os valores

-1 0 —6 —0,99] [ -1
IR ) (R A )
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(1] v

Estes valores perturbados sao notavelmente proximos dos nominais: ape-
nas o elemento j11 de J tem seu walor alterado, e esta mudanca € prati-
camente desprezivel. Os grdficos abaixo mostram o comportamento do erro
de estimagao £(t) = w(t) — x(t), obtido por simulag¢do. Para o observador
nominal o erro tende a zero e a estimacao € perfeita, conforme o esperado,
mas para os valores perturbados o erro diverge e qualquer possibilidade de
estimacao se perde.

! — | Obserxlzador n(ljmjnal | - " Obslervador pelrturbado |
3 |~ ] 16 -
I S 0 — f
i Eg veenen | sl Eg veenen |
. 4. . y _
N STV

Consideremos agora a planta P estudada nos exemplos 2.6.1 e 2.7.1:

i =] 5 y]e0+] 3 lur a=| T w0=11 0l

O estimador entao projetado obedecia as sequintes equacoes:
2(t) = Goz(t) + Hou(t) + Joy(t);  2(0) = z

w(t) = Moz(t) + Noy(t)

com valores nominais dados por

-1 0 -2 [ —1 ] -1
GO—[ O _1‘|) HO—[_le JO—__1_7 Zo_l_Q]
1 -1 1]
MO:[]_ 0‘|) NOZ-_l-

O desempenho resultante ¢ caracterizado por autovalores em —1. Apli-
cando como entrada um degrau unitdrio u(t) = 1(t) verificamos no exemplo
2.7.1 que as varidveis wy e weg estimam as varidveis Ty e Ty, 0U Seja, 0 erro
de estimagao €(t) = w(t) — x(t) tende assintoticamente a zero. Passamos
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agora a supor que os valores de projeto sofrem perturbagoes e o dispositivo
efetivamente construido opera com valores

~1,5 o] , [-17] ., [-05]  [-1
R A A e

1,1 —0,8] [ o1,3
=55 o) =[]

As perturbacgoes escolhidas sao considerdveis: hd variacoes de 50 %, 100
% e até mesmo a perda total de um componente, o joi. Note-se que os zeros
em A ndo foram perturbados, pois se supoe que elementos nulos indicam a
auséncia de um elemento fisico cujo valor possa sofrer variagao. O grdfico
abaizo mostra o comportamento do erro de estimagdao £(t) = w(t) — x(t),
obtido por simulacao, para o observador nominal e o real:

1
0““““——:__—___—.. ....... -
- £

-1 Eg rrurnn T
2k _
3. — :

Observador nominal -3 Observador perturbado —
4t | | | ! | _ | | | ! |
AT 2 3 4 5 6 o1t T 3 4 5 o

O comportamento deste observador pode ser considerado aceitavel, pois
embora o erro deize de tender a zero, ele se mantém limitado. E razodvel
especular que, fossem as perturbagoes mais suaves (da ordem de 10%, como
¢ comum na prdtica), este erro convergiria para valores proximos de zero e
o observador perturbado teria um desempenho praticamente normal.

No primeiro caso deste exemplo uma perturbacao minima em apenas um
elemento da implementacao causava mudancas dramdticas no funcionamento
do dispositivo, configurando um comportamento inaceitdvel para um obser-
vador real. Neste sequndo caso, para perturbacoes erageradamente intensas
os efeitos foram menos violentos.

Este exemplo permite concluir que mudancas nos valores de projeto de
um observador podem alterar a sua capacidade de estimar estados. Ha ca-
sos em que o erro de estimacao deixa de ser nulo, mas permanece limitado;
em outras situacoes, mais drasticas, o observador perturbado perde com-
pletamente a capacidade de estimar. Para uma analise mais geral, seja a
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planta P modelada por < Ay, By, Cy >, supostos fixos, e um observador com
implementagao real descrita por

At) = (Go + 06G)2(1) +
O w(t) = (My + 5M)=(t)
Z(to) = 20

(Ho+ 0H)u(t) + (Jo + 0J)y(t)
+ (No + 0N)y(t)

onde os valores nominais < Gy, Hy, Jy, My, Ny > solucionam as RFO. De
acordo com os desenvolvimentos tedricos da secao 2.5, temos a expressao
e(t) = Me(t) relacionando o erro de estimagao £(t) ao erro de operagao
e(t) = z(t) — Tx(t). Mas as colunas de M sdo linearmente independentes
por hipétese, logo £(t) tende a zero se e somente se e(t) também o faz.
Desenvolvendo a derivada de e(t) e usando 2.11 e 2.12 temos

e = z-Tuz
= (Go+6G)z+ (Ho+ dH)u+ (Jo+J)y — T(Apx + Byu)
= (Go+G)z+ (Ho+ 6H —TBy)u+ (JoCy + (0J)Cy — T Ap)x
= Goz+ (0G)z+ (0H)u+ (6J)Cox — GoTx
= Goe+ (0G)z+ (6H)u+ (6J)Cox

Estamos supondo modelo perfeito, ou seja, dA = 6B = 6C = 0. As
equacoes 2.19 e 2.20 ficam

(6G)T + (6J)Co=0 e 6H=0

Admitindo que estas restrigoes sao satisfeitas o erro passa a ser descrito
por

&(t) = Goelt) + (6G)2(t) — (6G)Tx(t) = (Go + 6G)e(t)

Como G é estavel por projeto, o teorema 2.10.1 garante que Go + 6G
também o sera, para perturbacoes 0G razodveis. Mas este é o gargalo, como
ja comentamos. No mundo real nada se pode garantir a priori a respeito das
perturbagoes e devemos considerar a expressao completa

é(t) = Goe(t) + (6G)z(t) + (6H)u(t) + (6J)Cox(t)

Sendo z(t), u(t) e z(t) sinais limitados podemos garantir que e(t) também
o sera, pois Gy é estavel. E mais, se os sinais tendem a valores de regime
constantes e(f) também tendera. Neste caso, supondo que as peturbacoes
0G, 6H e §J sado “pequenas” podemos admitir que e(t) e £(t) tendem para
valores de regime préximos de 0, ou seja, o observador é pouco sensivel.
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Entretanto, quando algum (ou vérios) dos sinais z(t), u(t) e z(t) crescem
indefinidamente, e(t) e £(t) também o fardo, a menos de certos casos muito
particulares. Vejamos por exemplo o caso de uma planta instdvel com uma
condigao inicial xy que faz com que x(t) — oo; a tnica possibilidade de
este sinal ndo contaminar e(t), levando-o também a crescer sem limites, é
exigir que as matrizes Gy e (0J)Cy formem um par incontrolavel. Mas a
controlabilidade é uma propriedade genérica, e entao isto poderia acontecer
apenas para valores muito especiais da perturbacao. Como a Natureza nao
se da ao trabalho de calcular estes valores e, caprichosamente, insiste em
perturbar grandezas fisicas de maneira arbitraria e imprevisivel, percebemos
a impossibilade de se construir um observador confidvel nestas situacoes.

Dizemos que um Monitor de Estados ¢ um observador construido com
a finalidade unica de fornecer uma cépia visualizavel de varidveis de estado
remotas ou inacessiveis. Esta cépia (a saida w(t) do aparelho) é normalmente
utilizada em tempo real, para se acompanhar a evolucao do processo ou
sistema, dando aos seus operadores informagoes tteis sobre o desempenho
e que facilitam a tomada de decisoes. Ficou estabelecido nas linhas prévias
que o funcionamento dos monitores de estado é bastante sensivel a variagoes
nos valores nominais de modelagem e projeto. Um estudo tedrico pode ser
feito para prever com mais exatidao as situagoes perigosas e para construir
artefatos mais robustos, na medida do possivel. Isto nao sera feito nestas
paginas porque, do ponto de vista de Controle, os observadores sao utilizados
para funcoes diferentes das de apenas monitorar estados.

Em Controle, observadores sao empregados para viabilizar realimentagoes
de estados x inalcancaveis, por meio de seus substitutos w: implementamos
u = Fw+ v ao invés de u = Fx +v. Um estudo detalhado foi feito na secao
2.9. O diagrama bésico é reproduzido agora:

Y

P

\%
Y

v&

)

Este diagrama apresenta uma particularidade interessante: o sinal w é
multiplicado por F' e injetado no somador inicial, configurando um caso
basico de realimentacao. E bem sabido do Controle Cléassico que reali-
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mentacoes negativas tem a tendéncia de tornar os sistemas de malha fechada
menos sensiveis a perturbagoes. Aconteceria aqui a mesma coisa? A re-
alimentacao caracterizada por F' pode ser considerada negativa? Ainda de
acordo com a secao 2.9, o diagrama de malha fechada acima pode ser descrito
pelas equacoes 2.9 e 2.10, aqui repetidas para os valores nominais

][ e A e
v=ta ol| ] wmtr | 7] 223)

A entrada de referéncia v pode ser considerada zero, e assim o sistema
acima pode ser escrito como

lx’]:[Ao—i-BoFo BOFOMO] lx} (2.24)

e 0 GO (&

Quando a realimentacao de estados ¢é calculada para estabilizar a malha
fechada temos A(Ag+ BoFy) C €. Observadores, por projeto, sao sistemas
estaveis, logo o sistema expandido acima ¢ estavel, pelo menos para os valores
nominais. Mas aqui entra o teorema 2.10.1 para garantir que

Fato 2.10.2 Quando um observador é usado como parte de uma lei de con-
trole estabilizadora por realimentacdao de estados, o sistema resultante é ro-
busto, ou seja, permanece estavel para perturbagoes nos valores de projeto ou
modelados pertencentes a uma certa classe.

De maneira geral, dispositivos usados para implementar leis de controle
sao chamados de compensadores. Se a finalidade principal ¢ a estabilizagao
temos compensadores estabilizadores, ou simplesmente estabilizado-
res. Este ultimo resultado diz que quando um observador faz parte de um
compensador estabilizador por realimentacao de estados a implementacao
global é capaz de suportar perturbacoes.

Exemplo 2.10.2 Seja a planta:

i =] g y|e0+] 5 ai w=| T =11 0l

para a qual se projeta o estimador
(1) = Goz(t) + Hou(t) + Joy(t); 2(0) =z

w(t) = Moz(t) + Noy(t)
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com valores nominais dados por

8 0 ~13 78 ~1
Sl I e B e B ]

1 -1 1
L E ]

Como a planta € instdvel, este aparelho serd, quase certamente, muito
sensivel a perturbagoes, e sua utilizacao prdtica como monitor de estados
para esta planta pode ser descartada. A idéia agora € usd-lo em uma lei
estabilizadora. Uma realimentacao uw = Fox com Fy = [74 68]/13 coloca
os autovalores de Ag+ BoFy em —4, estabilizando portanto a malha fechada.
Usando o observador acima para implementar a let u = Fyw encontrariamos,
sequindo os desenvolvimentos da secao 2.9, a sequinte equacgao para o sistema
planta+observador+lei de controle:

T . AO + BQF()N()CQ BQF()MQ T
z - J()C() + HOFONOCO Go + HOFOMO z

onde os valores nominais para a planta e para a lei de controle sao os forne-
cidos. Vamos supor agora perturbagoes nestes dados, que passam a ser:

0,0 0,5

1,0 2,5

A:A0+5A:l s

]; B:Bo+5B:l 0’1];

C=Co+6C=1[0,70,0; F=F,+0F=[10 24]/12

~0,6 0,0]. . [-107.
G—G0+6G—l 0.0 _173], H_H0+5H_[_5’5],
—-0,1]. . 1,1 -087].
J_J0+5J_l_078], M_MO+5M_lO’5 0’0],

1,3 | 12 | -1
N—N0+5N—[1’1‘|, 33'0—[1‘|, Zo—[_2‘|
Os leitores sao convidados a verificarem a estabilidade do sistema pe-
turbado. As perturbacoes acima estao dentro do limite que se convenciona

chamar de “razodveis” e que permitem o funcionamento robusto do compen-
sador? ou seria necessario diminui-las?

Até este ponto a andlise se concentrou em modelos perfeitos, e portanto fi-
x0s, e observadores com parametros perturbaveis. No entanto, uma hipdtese
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mais realista de trabalho seria a oposta. E razodvel supor que podemos usar
componentes de alta qualidade e precisao nas implementacoes dos observa-
dores. Eles serao mais caros, logico, mas espera-se que seus valores variem
pouco. Indo ainda mais além, se o observador for implementado em com-
putador digital podemos até mesmo considerar uma implementacao perfeita,
pois os parametros de projeto nao estao associados a grandezas fisicas, e sim
a dados de um programa, que uma vez digitados e armazenados podem ser
considerados fixos e imperturbaveis.

A planta, por outro lado, estd restrita a uma existéncia no mundo fisico,
com todas as suas imperfeigoes e parametros variantes. Mais grave ainda:
mesmo supondo que os parametros da planta sejam fixos, quem nos garante
que os seus valores nominais correspondem a realidade? Os métodos conhe-
cidos de identificagdo podem ser inexatos e originar modelos < Ag, By, Cy >,
diferentes dos valores reais < A,, B,, C,. >. Seja entao, a partir de agora, ob-
servadores fixos e plantas perturbadas. As equagoes 2.19, 2.20 e 2.21 passam
a ser

T(5A) — Jy(5C) = 0 (2.25)
T(6B) = 0 (2.26)
No(5C) = 0 (2.27)

Os desenvolvimentos e conclusoes sao muito semelhantes aos ja feitos para
o caso anterior, de modelo perfeito e estimador perturbado, e os leitores sao
convidados a refazerem o caminho. Em resumo: monitores de estado sao
muito sensiveis e tem seus comportamentos afetados, sempre. As vezes as
consequéncias sao toleraveis e os erros de estimacao finitos. Outras vezes,
para plantas instaveis, os erros tendem a infinito e inviabilizam qualquer
tentativa de implementacao.

Para observadores funcionando em malhas estabilizadoras ja se pode ga-
rantir a continuacao do funcionamento nominal mesmo em presenca de per-
turbacoes. Para cada caso, entretanto, é preciso determinar com exatidao a
amplitude maxima das perturbacoes admissiveis.

Por tudo que vimos, os estimadores de estado podem e devem ser usa-
dos sem receios na implementacao pratica de compensadores estabilizadores
por realimentacao de estados. Nestas condigoes eles se constituem em uma
ferramenta de sintese eficaz e eficiente.

2.11 Comentarios e Referéncias

A teoria basica dos observadores, vista neste capitulo, deve-se a Luenberger e
pode ser vista em ......... como exposta pelo autor. As primeiras preocupagoes
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com a robustez datam do inicio da década de 1970, como pode ser visto em

(Bhatta papers). Resultados adicionais em robustez e, em particular,
resultados sobre a hiperesfera de estabilidade podem ser encontrados em ....
(Bhatta book) ou muitos outros.
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Capitulo 3

Observadores, construcao

3.1 Introducao

O objetivo agora é essencialmente prético: construir um observador O para
uma dada planta P. J4 vimos que este problema pode ser transformado em
um problema de Algebra Matricial: dadas as matrizes reais A(nxn), B(nxm)
e C'(r x n) encontrar, se possivel, matrizes reais

T(oxn), Gloxo), H(oxm),
Joxr), M(nxo), N(nxr)

com o < n tais que as expressoes abaixo, chamadas de Relagoes Fundamentais
dos Observadores, se verifiquem

TA-GT = JC (3.1)
TB = H (3.2)
MT + NC = I, (3.3)
ANG) e CT (3.4)

Tendo encontrado uma solucao para este Problema Matematico Associ-
ado, construiriamos o sistema dinamico descrito pelas equacoes:

{ 2(t) = Gz(t) + Hu(t) + Jy(t)
w(t) = Mz(t) + Ny(t)

que seria o observador procurado e estimaria assintoticamente os estados
inacessiveis da planta. Apresentaremos neste capitulo diversos métodos para
resolver o problema matematico associado. A cada um deles relacionaremos
um observador. Comparacoes e comentarios serao feitos.
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3.2 Método # 1

Veremos neste primeiro caso uma maneira simples e direta de encontrar um
observador para uma dada planta. Para resolver o problema matematico
associado consideraremos

T7=1,

Esta escolha j& define a ordem do estimador: o = n. E mais, (3.2) garante
que H = B. Uma maneira trivial de satisfazer (3.3) é M = I, e N = 0. Falta
atender as equagoes (3.1) e (3.4). Isto se resume a encontrar J tal que

G=A-JC

tenha seus autovalores em (€~ . Este problema é conhecido no estudo de
sistemas lineares, e sua solucao esta relacionada aos conceitos de observa-
bilidade e detetabilidade do par < C, A >. Mais detalhes virao em breve;
por enquanto, supondo que a planta é observavel, pode-se garantir, por du-
alidade, que o par < AT, CT > é controldvel. Agora, encontrar F tal que
o espectro de AT + CTF seja livremente designdvel é algo bem conhecido,
pode-se usar as técnicas vistas no capitulo 1. Mas

MAT + CTF) = MAT+ CTF)T = \A+ F'C)

T

Com isto, verificamos que a matriz J = —F* ¢é a solucao procurada, e ja

poderiamos construir o observador.

Algoritmo 3.2.1 — Construcao de Observadores, método
41

Este algoritmo permite a escolha de matrizes que satisfazem as RFO e a
subsequente construcao de observadores de ordem n. A planta é observduvel,
ou, no minimo, detetavel, e as matrizes A, B e C sdo os dados iniciais, bem

como os autovalores desejados para o estimador.

Passo 1: Encontrar F(r x m) tal que os autovalores da matriz AT + CTF
estejam em €.

Passo 2: Calcular J = —FT.

Passo 3: As matrizes J, T =1,, G=A—-—JC,H=B, M =1, e N =0
satisfazem as RFO.
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Passo 4: O estimador procurado é descrito por

(9{ 2(t) = Gz(t) + Hu(t) + Jy(t)
w(t) = z(t)

Exemplo 3.2.1 Seja a planta P descrita por

010 0
A=|l001|; B=|0|; C=[10 0]
12 3 1

As primeiras escolhas sao triviais:

I'=I13 H=B M=1I3 N=0

1
0
0

Supondo que desejamos uma rapidez de convergéncia caracterizada por
autovalores localizados em —1, ou seja, por um polinémio A*(s) = (s+1)> =
53 + 35?2 + 3s + 1, podemos usar Ackerman:

Para determinar J, seja o par dual

001
AT=110 2 |; cT =
01 3

F=-[0 0 1]A*(A"y=[0 0 —1)AT+1)*=[-6 —23 —83

Daqui tiramos

6 -6 1 0
J=—-FT=123 e G=A—-JC=1] -23 0 1
83 —82 2 3

O observador pretendido ¢ dado por

-6 1 0 0 6

i(t) = { =23 0 1 |[2(t)+ |0 |u(t)+ |23 ] y(t)
—82 2 3 1 83

w(t) = z(t)
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Em resumo, para construir um observador para a planta < A, B, C' > por
meio deste método #1 devemos escolher

T=1,
H=2B
M =1,
N=0

ap6s o que o problema passa a ser encontrar J tal que G = A — JC' te-
nha seus autovalores em (€'~ . Havendo observabilidade, ou, menos ainda,
detetabilidade, este problema tem solucao. A teoria também garante que a
observabilidade, por ser uma propriedade genérica, estara presente “quase
sempre”. Para encontrar efetivamente uma solucao podemos usar os resulta-
dos de dualidade e transformar o problema em um problema de realimentacao
de estados.

Este método fornece observadores de ordem completa (n) e pode ser usado
para plantas com qualquer nimero de variaveis de saida (r > 1). Encontradas
matrizes que satisfazem as relacoes fundamentais dos observadores, o proximo
passo é a implementacao fisica, de acordo com o diagrama

U Y
S P

Y

Hh

Lembrando que G = A — JC este diagrama pode ser modificado para
outra forma equivalente:
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> P >
i
Y
J
Z =W
> H f >
JC
ou ainda
U Yy
> P >
i
_'_ —
J C
7y
> H f >
Z =W
A e

J& vimos isto antes! Era o método “intuitivo” de encontrar uma esti-
mativa para x, visto na se¢ao (2.3). Mostramos agora a sua validade, ele
é um caso particular do esquema geral, para o = n e T = [,. Além desta
interpretacao, este método #1 fornece um procedimento simples, direto e
geral para o projeto de estimadores assintéticos. Ele se aplica para qualquer
nimero de saidas ou entradas da planta, e fornece um observador de ordem
completa, com dimensao n, igual a da planta. A atrapalhar um pouco a
simplicidade do método, haveria apenas o problema operacional da escolha
de J. Como escolher um J estabilizante de maneira suave? A possibili-
dade de se usar os resultados duais e recair em uma situacao conhecida ja
foi mostrada. Uma possivel estratégia alternativa envolveria o uso de formas
canonicas. Antes de ilustrar estas técnicas, veremos outro tipo de observador
muito semelhante a este primeiro caso. Mas, antes ainda disto,
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3.3 Um pouco de teoria

O problema de, dadas A e C encontrar J de modo a alocar com total liber-
dade os autovalores de A — JC' ¢é bastante conhecido no estudo de sistemas
lineares. Trata-se de um problema de designacao de autovalores por meio de
injecao de saida. As condigoes de existéncia de solucao estao associadas
aos conceitos de observabilidade e de detetabilidade do par < C, A >:

Definicao 3.3.1 Um par < C, A > ¢é detetdvel quando

lA*[—A]
posto C =n

para todo autovalor \T de A situado no semiplano direito fechado de C.

Uma interpretagao desse conceito em termos de sistemas dinamicos faci-
lita o entendimento. Seja uma planta P descrita da maneira usual:

&(t) = Az(t) + Bu(t); x(to) = xo

P
y(t) = Cx(t)

A definicao acima diz apenas que a parte instdavel de A deve ser observdvel.

Dito de outra maneira, se hd uma parte inobservavel do estado da planta, esta

parte deve ser estavel. O proximo resultado atende exatamente os interesses
atuais:

Propriedade 3.3.1 O par < C, A > € detetdvel se e somente se existir uma
matriz J tal que N(A— JC) C C~

Os autovalores de A — JC devem estar todos na regiao “estavel” do plano
complexo. Poder encontrar J capaz dessa proeza é equivalente a ter o par
< (, A > detetavel. O conceito de observabilidade é certamente mais familiar
a maioria dos leitores. Apresentamos a seguir algumas propriedades bem
conhecidas:

Propriedade 3.3.2 Um par < C, A > € observdvel quando

[A[—A]
posto C =n

para todo autovalor \ de A.

Propriedade 3.3.3 O par < C, A > € observivel se e somente se A\(A—JC')
é arbitrariamente designdvel por escolha de J
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Propriedade 3.3.4 Se o par < C, A > ¢é observavel, entao ele serd também
detetdvel

Vemos assim que a detetabilidade é algo mais suave que a observabilidade.
Se esta ultima estiver presente poderemos alocar livremente os autovalores
de A — JC, por escolha de J. Se houver detetabilidade, garantimos menos:
esses autovalores podem ser apenas colocados na regiao estavel €.

Observabilidade e controlabilidade sao propriedades genéricas. Isto quer
dizer que, para matrizes A, B e C escolhidas ao acaso, os pares < A, B >
e < C, A > serao controlaveis e observaveis na grande maioria dos ca-
sos. Apenas para escolhas muito particulares das matrizes as propriedades
falhariam. Do ponto de vista pratico esta situacao é boa, pois significa que
a maioria das plantas e dos sistemas de interesse é controlavel e observavel.
Como detetabilidade é um requisito ainda menos exigente que observabili-
dade, vemos que, pelo menos para o Caso # 1, onde T' = I,,, o problema de
projetar observadores tem solugao de maneira genérica. Seria preciso “muito
esforgo” para encontrar uma planta inobservavel. E mais ainda para uma
planta indetetavel.

3.4 Meétodo # 2

Usaremos agora uma matriz T(n X n) inversivel qualquer, ndo necessaria-
mente a identidade. Mais um vez o observador tera ordem o = n. Escolhendo

H=TB, M=T"' N=0

satisfazemos (3.2) e (3.3). Supondo mais uma vez que < C, A > é observével,
ou pelo menos detetavel, seja J tal que A — JC' tenha seus autovalores em
€. Escolhendo agora

G=T(A-JOT™' ¢ J=TJ
teriamos
TA—GT = TA-T(A—-JCO)T™'T

— TA—TA+TJC
- JC

e com isto satisfazemos (3.1) e (3.4).
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Exemplo 3.4.1 Seja a mesma planta do exemplo anterior:

010 0
A={001]|; B=|0|; C=[10 0]
1 2 3 1
FEscolhendo
1 0 0
T=1] -3 1 0
-2 -3 1
teriamos

H=TB M=T"'! N=0

Supondo que desejamos mais uma vez uma rapidez de convergéncia ca-
racterizada por autovalores localizados em —1, ou seja, por um polinomio
A*(s) = (s+1)* = s* + 35 + 35+ 1, podemos usar os resultados anteriores:

3 6
J=123
83
Daqui temos
3 6 ) -3 10
J=TJ=1|5 e G=TA-JO)T'=|-301
2 -1 0 0

O observador pretendido ¢ dado por

-3 10 0 6
2t) = | =3 0 1 {z@)+ |0 [ul®)+ |5 |y
-1 0 0 1 2

O leitor atento terd percebido que o estimador obtido por este processo
¢ o mesmo do caso #1, mas suas equacgoes dinamicas estao em outra base.
Assim, as avaliagbes e comentarios sobre este método sao as mesmas feitas
anteriormente.
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3.5 Uso de Formas Canonicas

A parte mais trabalhosa dos métodos ja apresentados é a alocagao dos au-
tovalores de GG; o caminho sugerido era transformar este problema, através
de dualidade, na busca de uma realimentacao de estados F' capaz de desig-
nar a contento o espectro de AT + CTF. Problemas deste tipo podem ser
muito facilitados quando as matrizes envolvidas exibem determinadas formas
canoOnicas, conforme visto no capitulo 1. A idéia desta segao é aproveitar
possiveis vantagens oferecidas pela particular base em que se encontram as
matrizes A, B, e C'. Assim, quando as equagoes dinamicas da planta apre-
sentarem certas estruturas particulares, o calculo pratico dos observadores
podera se simplificar.

Com isto queremos dizer que a carga computacional envolvida na re-
solucao das relacoes fundamentais dos observadores pode ser abreviada. Em
outras palavras, o problema de se encontrar uma injecao de saida J tal que
AMA — JC) C € pode ter solugao direta quando A e C' estiverem em de-
terminadas formas canonicas.

Aqui, como em quase tudo na vida, os ganhos vem acompanhados de cus-
tos, e o preco desta simplificacao estaria no trabalho de se colocar as equagoes
dinamicas da planta na base conveniente. No que se segue apresentaremos
uma forma canonica para sistemas com uma tnica variavel de saida: r = 1.
Um algoritmo para encontrar uma transformacao de equivaléncia que colo-
que uma planta qualquer nesta particular forma é apresentado em seguida.
Logo apds se vera como esta forma canonica efetivamente facilita o projeto
de observadores. Os casos de observadores de ordem completa e de ordem
reduzida serao cobertos. Terminaremos a se¢ao com alguns comentarios.

3.5.1 Sistemas com uma unica variavel de saida

Consideremos uma planta linear e invariante no tempo descrita pelas e-
quacoes dinamicas tradicionais, onde A e C' sao:

—a,1 1 0 --- 0
—a,2 001 --- 0

A= : : .
—a; 0 0 --- 1
| —ap 00 -+ 0|
C=[ 1 00 --- 0]

Seria imediato verificar que a matriz de observabilidade é inversivel, donde
a necessidade de o sistema ser observavel. Calculando o polindmio carac-
teristico de A encontrariamos:
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Ay(s) = 8" 4+ ap_18" '+ -+ ais+ag

Os coeficientes deste polinémio sao os elementos da primeira coluna de A,
com os sinais trocados. Esta forma canonica é bastante semelhante a forma
canonica observavel para sistemas com uma tnica saida. Sua utilidade fica
clara ao notarmos que, sendo

J1
J2

J=1".

Jn

entao o polinomio caracteristico de A — JC seria dado por

$" 4 (@1 + 1)+ 4 (a1 + Juo1)s + (ao + Jin)

e o problema de alocacao de autovalores por meio de injecao de saida se
resolveria de maneira trivial. Como este assunto é crucial para o estabeleci-
mento da rapidez de convergéncia dos estimadores de estado, matrizes com
este formato particular recebem o nome de Forma Canénica do Obser-
vador. Supondo agora que as matrizes A, B e C' da planta sao quaisquer,
gostariamos de encontrar uma mudanga de bases representada por @ (n xn),
inversivel, tal que

Q'AQ=A

cQ=C_
sejam como acima. Conseguido isto, ou seja, estando em uma base onde as
matrizes exibem a estrutura da Forma Canonica do Observador, o calculo
de J que aloca devidamente os autovalores de A — JC' é direto, como visto
nas linhas anteriores. A matriz capaz de fazer o servico na base original
seria dada por J = QJ. Estabelecemos a seguir o procedimento operacional

para se conseguir a mudanca de bases () responsavel por colocar uma dada
equacao dinamica < A, B, C' > na forma do observador. E facil perceber que

Q—lA — AQ—l
C=CcQ!

Transpondo as equacoes e chamando (Q_l)T = P obtemos

ATP = PA"
cr = pc’
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Considerando as estruturas particulares desejadas para A e C, e sendo p*
a i-ésima coluna de P, chegamos ao seguinte conjunto de equagoes:

pl — CT
p? = [AT + an_ll} p!

p? = [(AT)Q +a, 1 AT + anzf} p!

P = [(AT)”_1 + (AT)”_2 ot all] !

Com isto podemos formalizar um algoritmo de cdlculo para colocar uma
planta observavel < A, B,C' > em uma base onde as matrizes < A, B,C >
sejam como as mostradas no inicio desta segao.

Algoritmo 3.5.1 — Forma Canoénica do Observador

Este algoritmo permite a escolha de uma matriz (Q capaz de colocar as
equagoes dinamica da planta na Forma Canénica do Observador. A planta
deve ser observavel e apresentar apenas uma varidavel de saida: r = 1.

Passo 1: Calcular os vetores p', i = 1,2,...n através da férmula
p = [(AT)H + a1 (AT)H ot | pt, Vi>2
pt=C7T.

Passo 2: Montar a matriz P = [p* p*> ---p"]

Passo 3: Obter Q = (PT)_1

Passo 4: A forma candnica procurada é dada por A=Q'AQ, B=Q'B
e C=0CQ.

3.5.2 Método #3 — Observador de ordem completa

Supomos inicialmente que as matrizes A e C' da planta ja se encontram na
forma canonica do observador. Devemos entao solucionar as RFO mais uma
vez. Em primeiro lugar, como no caso #1, escolhemos T' = I,,. Com isto,
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(3.2) e (3.3) serao trivialmente satisfeitas pondo H = B, M =1I,, e N = 0.
Falta ainda escolher J de modo a posicionar o espectro de G = A — JC' em
™. Nesta etapa os efeitos simplificadores da forma canonica acima podem
ser sentidos. Impondo para G um formato semelhante ao de A, teremos

[ —Gpr 1 0 - 0 1
—Gps 01 -+ 0
G=| :+ . (3.5)
—g1 0 0 --- 1
[ ~% 00 ]

Tendo G este formato, seus autovalores podem ser designados pela escolha
apropriada dos g;. Concluiriamos também que a matriz A — G tem todas as
colunas nulas, exceto a primeira:

Jn-1—an—1 0 0 0
Jn-2—Qpo 0 0 - 0
A-G= : : :
g1 — a1 00 ---0
Jo — g o0 --- O_

Como devemos ter A — G = JC, e como CCT = 1, podemos encontrar J
a partir de i i
gn—1 — Qp-1
gn—2 — Qp—-2
J=(A-G)C" = :
g1 — a1
Jo — Qo

O uso da forma canonica realmente simplificou os calculos: a matriz J
pode ser escolhida de maneira direta, bastando conhecer os coeficientes do
polinomio caracteristico da planta e os autovalores desejados para o estima-
dor. Consideremos agora o caso geral de uma planta P descrita por equacoes
dinamicas em uma base qualquer:

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
P{mwzcﬂw

O primeiro passo ¢é providenciar uma transformacao de equivaléncia z =
Q7 de tal modo que as equacoes dinamicas da planta na nova base,

I (t) = AZ(t) + Bu(t)
P{mw:éﬂw
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apresentem matrizes A e C' com as estruturas desejadas. O algoritmo des-
crito na secao anterior pode ser utilizado nesta etapa. A proxima tarefa é
solucionar as relacoes fundamentais dos observadores da maneira mostrada
acima, usando as matrizes A e C. Ou seja, escolhemos T = I,,, H = B,
M =1,, N =0 e G com os autovalores desejados e com a mesma estrutura
de A. A matriz J seria calculada a partir de

J=(A-@G)C

E importante lembrar que ao conectar o observador < G, H,J, M, N >
aos sinais y e u da planta, a saida w = z serd uma estimativa assintotica de &
e nao de z. Apds multiplica-la por ) obtemos a desejada aproximacao para
x.

Algoritmo 3.5.2 — Construcao de Observadores, método
43

Este algoritmo permite a escolha de matrizes que satisfazem as RFO e a
subsequente construgao de observadores de ordem completa via uma mudanc¢a
de bases que coloca a planta na Forma Canénica do Observador. A planta
deve ser observavel, possuir uma unica varidvel de saida, e as matrizes A, B e
C sao os dados iniciais, bem como os autovalores desejados para o estimador.

Passo 1: Encontrar Q(n x n) tal que A = Q" 'AQ, B=Q'B e C = CQ

estejam na forma candnica do observador (algoritmo 3.5.1).

Passo 2: Sendo Ay(s) = s"+ gn—18""' 4+ + g1 0 polindmio caracteristico
desejado para o estimador, construir a matriz G como em (3.5).

Passo 3: Calcular J = (A — G)éT.

Passo 4: As matrizesT =1,, G, H=B, J, M = I, e N = 0 satisfazem
as RFO.

Passo 5: O estimador procurado é descrito por

#(t) = Gz(t) + Hu(t) + Jy(t)
O{ w(t) = Mz(t)

Sua saida w(t) = z(t) é uma estimativa para T(t). Para estimar x(t)
devemos usar Qu(t).
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Exemplo 3.5.1 Seja a planta descrita por

010 0
A=|001]|; B=|0|; C=[10 0]
1 2 3 1

O polinomio caracteristico de A € obtido por inspecao:
s 35— 25— 1

Usando as formulas anteriores:

1 —3 9
pr=CT=10]|, pZZ[AT—kan_lI}pl: 1|, pP=---=| -3
0 0 1

A obtencao de P ¢ direta, e a de (Q € simples:

[1 -3 -2 . 100
P=]0 1 -3]|; Q:(PT) = 310
10 0 -1 1 3 1
Apds a mudanca de bases teremos
. 310 ) 0 .
A=Q'4Q=|2 0 1|; B=Q'B=|0|; C=0Q=C
1 00 1

Desejando rapidez de convergéncia caracterizada por autovalores localiza-
dos em —1 teriamos Ay(s) = s* 4+ 3s* +3s+ 1 e a matriz G seria

-3 10

G=| -3 01

-1 0 0

O cdlculo de J é suave:
6
~ ~T

J=(A-G)C =15
2

Como H=B, T=M=1I;¢N=0 o observador pode ser construido a
partir da equacao

2(t) = Gz(t) + Hu(t) + Jy(t)

Deve-se sempre lembrar que z(t) = w(t) tende assintoticamente para o
estado T(t); a estimativa para x(t) seria dada por Qu(t) = Qz(t).
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3.5.3 Meétodo #4 — Observador minimo para r = 1

Como temos apenas uma variavel de saida, a ordem dos estimadores minimos
serd o = n — 1. Continuamos supondo que as equacoes dinamicas da planta
estao na forma canodnica vista nas ultimas secoes. O primeiro passo sera a
escolha de G (n — 1 X n — 1) como abaixo, cuja dinamica pode ser arbitrari-
amente imposta através dos g;.

[ —g,o 1 0 0
—Gn_3 0 1 0

G = : : .
—¢1 0 0 --- 1
-9 0 0 -+ 0

Analisemos a equagao (3.1). Dada a forma particular de C, as colunas
de JC' sao todas nulas, com exce¢ao da primeira, que é a propria J. Assim,
T (n — 1 x n) deve ser escolhida de modo que as ltimas colunas de T'A —
GT sejam nulas. Um raciocinio matricial muito simples mostraria que, se
escolhéssemos T' como Luenberger o fez em seus trabalhos pioneiros,

—Gn—2 1

T = : .
—90 1

conseguiriamos anular as ultimas colunas de AT —GT'. A tarefa de encontrar

J e H fica entao simplificada:

J=(TA-GT)C*" H=TB

Nos métodos vistos anteriormente a matriz 7" era a primeira a ser esco-
lhida, e sempre de uma maneira simples e 6bvia. Agora, o pulo do gato esté
na escolha de T', um pequeno artificio que permite uma solucao imediata de
(3.1). Para terminar o projeto, consideremos (3.3); ela pode ser reescrita
como:

[Nﬂ4ﬂ§]:1

donde deduzimos que

1 0
—1
C —Gn-2 1 0
=[]
—3o o ... 1
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A inversa desta ultima matriz pode ser encontrada de maneira direta,
dada a sua particular estrutura. Isto levaria a

1 0
no 1 0
(N M=
Jdo 0 1
donde concluimos que
1 0 --- 0
. 1
N=| " e M= :l 0 ]
: . Infl
o 0 --- 1

O diagrama abaixo ilustra as conexoes a serem feitas para efetivamente
implementar o estimador

u Yy
> P >

X

=
) —
t
<

Exemplo 3.5.2 Seja a planta, descrita, jd na base apropriada, por:

1 10 10
A={14 0 1]|; B=|0 1|; C=[110 0]
0 00 1 0
Supondo que desejamos estimar os estados com um espectro dado pelos au-

tovalores {—1,—1} isto significa que desejamos a matriz G com o polinémio
caracteristico:

(s+1)7=s"+25+1

Deste ponto obtemos trivialmente G e, adicionando-lhe uma coluna extra,
temos T':
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2 1 210
G:l—1 0]’ T:[—l 0 1]

Podemos calcular

2 -2 1 3 -2 1 -1.0 0
TA_GT—[—l —1 o]_l2 —1 01_[—3 0 0]

A primeira coluna desta matriz fornece J; a obten¢io de H também é
direta, levando a:

1= 3| were=| Y]

As matrizes M e N podem ser encontradas fazendo
o1t 1001 [100
lT] =1 -2 10 =210

-1 0 1 1 01

\)

de onde facilmente identificamos

0 0
M=]10 N=12
01 1

Quando as matrizes da planta nao se encontram inicialmente na forma
canonica apropriada, devemos providenciar uma mudanca de bases. A sis-
teméatica precedente seria aplicada as matrizes A, B C, e a saida w(t) do
estimador tenderia ao estado Z(t). Para estimar z(¢) devemos premultiplicar
w(t) por Q. Podemos sintetizar este método #4 através do

Algoritmo 3.5.3 — Observadores minimos, método #4

Este algoritmo permite a escolha de matrizes que satisfazem as RFO e a
subsequente construcao de observadores minimos via uma mudanca de bases
que coloca a planta na Forma Canodnica do Observador. A planta deve ser
observdvel possuir um unica varidvel de saida, e as matrizes A, B e C' sdo
os dados iniciais, bem como os autovalores desejados para o estimador.

Passo 1: Encontrar Q(n x n) tal que A = Q'AQ, B=Q'B e C = CQ
estejam na forma candnica do observador (algoritmo 3.5.1).
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Passo 2: Sendo Ay(s) = s" 1 4g,_28" "2+ +g1 0 polindmio caracteristico
desejado para o estimador, construir a matriz G (n—1xn—1) com o

formato de (3.5).

Passo 3: Obter T (n—1xn), adicionando a G uma coluna extra v composta

de zeros e de um unico elemento unitdrio na dltima linha: T = [G:v].

Passo 4: Calcular J = (TA — GT)C’T.

5 —1
Passo 5: Calcular [ T ]

Passo 6: N ¢ a primeira coluna desta matriz, e M ¢é formada pelas n — 1
ultimas colunas

Passo 7: As matrizes T, G, H=TB, J, M e N satisfazem as RFO.
Passo 8: O estimador procurado é descrito por

2(t) = Gz(t)+ Hu(t)+ Jy(t)
w(t) = Mz(t)+ Ny(t)
Sua saida w(t) é uma estimativa para T(t). Para estimar x(t) devemos

usar Qu(t).

3.6 Observador Minimo para o Caso Geral
r>1

Suporemos que C' tem posto r. Esta hipotese é muito razoavel; se por acaso
ela for falsa, isto significa que algumas dentre as r variaveis ds saida y sao
linearmente dependentes das outras e poderiam ser desprezadas. Feito o que
obterfamos uma nova matriz C' com menos linhas e sem redundancias. Seja
entdo a planta representada por < A, B,C >, com posto(C) = r. Seria
trivial encontrar uma matriz () tal que

OQ = [ L0 ]
Fazendo a mudanca de bases encontrariamos
A=Q1'AQ B=Q'B C=0Q=][I 0]

Para todos os efeitos, estas sao as matrizes que descrevem a planta: as r
primeiras varidveis de estado sao idénticas as varidveis de saida. Fica claro
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que o observador deverd estimar apenas as n —r variaveis restantes. A partir
de agora suporemos que a planta, em sua base original, ji apresenta esta
caracteristica; ou seja, ndo é necessario encontrar @ tal que CQ =[ I, 0 |:
P t(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Ca(t) = [ L 0]
Chamemos as r — 1 primeiras componente do vetor x de 2? e asn —r +1

ultimas de x*:

P Z1 Ty

T = u onde 2f = : e ' =
x

Tr_1 Tn

Com isto induzimos partigoes em A, B e C:

P . A11 Alg g + Bl
T o A21 A22 " BQ U
Y1 1

p : ..
[ y ‘| N | N | x
Yr Yr—1 1
Yy 10 ... 0
Escrevendo as equacoes correspondentes a cada particao:

P = Alll'p + Algl’u + Blu

Particao p: { P = P

T4 = Aggl'u + Agll'p + BQU
y=11 0 ... 0 ]z"

O vetor zP ¢é totalmente mensuravel, portanto o problema de estimar x
fica restrito ao problema de estimar z*. Como 2P = yP é mensuravel, a
segunda das equacoes acima pode ser reescrita:

¥ = AQQIL‘“ + B;Ue
y.=[1 0... 0]z = ca®

onde BS=[ By As; ], ¢=1[10 ...0] eosinal

u
yp

¢é totalmente mensuravel. O sistema < Ao, BS, ¢ > tem ordem n — r + 1,
uma Unica saida, e é observavel, caso contrario o sistema original também
nao o seria. Podemos construir para ele um observador minimo de ordem
(n—r+1)—1=n—r. Com isto estaremos estimando todo o estado x, como
era desejado, e com uma dinamica adicional de ordem apenas n — r.

Particao u: {

ut =
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3.7 Exercicios

1. Considere a planta descrita pelas equacgoes dinamicas

:t:[_g HHH]U y =11 0Jz

Para ela, construa um observador com autovalores em {—1, —2}

-1 -2 =2 2
= 0 -1 1|z+|0|w y=I[100]z
1 0 -1 1

(a) Projetar um observador com autovalores em {—1,—1,—1}. For-
necer as equacoes e o diagrama de blocos.

(b) idem (a) com autovalores em {—1, —1}.

3. Seja um SLIT monovaridvel com funcao de transferéncia

s2 4+ 25+ 1
s3—3s24+3s—1
Sabendo que apenas sua saida é mensuravel, projetar uma lei de con-
trole (equagoes e diagrama de blocos) que acarrete uma fungao de trans-
feréncia de malha fechada gf(s) = 1/(s + 1). Repetir a dose para
gs(s) =1 e gs(s) = 0.

9a(s) =

4. Para um sistema < A, B, C' > com entrada u e saida y construiu-se um
observador < G, H,J, M, N >. Provar que o estado z do observador é
incontrolavel por u e inobservavel por y.

5.
-1 0 1 1 0 1
0 -1 1 1 1 1
T = 0 0 -1 -2 2 |x+]|2 |u

O 0 0 -1 1 0
0 O 1 0 -1 1

1 0 0 0 0
Yy = 0 1 0O 0 O0]|=x

0 0 1 0 0

O sistema acima encontra-se em uma forma bastante particular que
permite o projeto rapido e simples de um observador minimo. Encontre
um com polos em {—1, —1}.
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-2 1 00 0

P 0 —2 1ox+0uy:[1000]x
0 0 -1 1 01" 0010
-1 0 00 1

Encontre uma transformacao de equivaléncia x = Q% que coloque o sis-
tema acima em uma forma onde se possa aplicar a técnica do exercicio
anterior para se obter um observador minimo. E, ja que estamos por
aqui mesmo, obtenha-o, com pélos em {—1,—1}.

ro o+ e U 1 Y
=/\ > C<S> ™ S(s+1) >

Encontre, se possivel, um compensador C(s) que coloque todos os pélos
do sistema em —2. Sugestao: implemente uma realimentacao de es-
tados via observador ou compensador dinamico e veja se é possivel
escrever a solucao obtida no formato acima.

8. Para a matriz abaixo, m(s) = (s + 1)(s + 2)(s — 3):

1 (s—3)(2s+3) (s+2)(s—3)
- m(s) 252 — 25 — 7 (8 + 2)(28 — 1)

(a) Encontre um compensador estatico que posiciona os pélos da ma-
lha fechada em {—1, -2, —3}.

(b) Implemente a lei acima por meio de um observador com pélo em
—1. Apresente diagrama completo.

(c) idem (b) com compensador dindmico minimo.

9. Encontre um compensador capaz de fazer com que o sistema abaixo
tenha como espectro A = {—2, —1 £ j}

ro o+ e U 1 Y
=/\ > C<S> ™ s(s+2) >

107



10.

2 1
G(S> = S—{Q 5253;—2

(s—1)(s+2) (s2-1)(s+2)

(a) Achar uma realizacdo e dizer a ordem das realizagbes minimas.

(b) Para que valores do parametro a é possivel reduzir a ordem da
realizacao encontrada? Que acontecera com o modo desaparecido?

(c¢) Usando o valor obtido acima para « desacoplar o sistema.
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Capitulo 4

Compensadores

4.1 Na frequéncia

Mostrar a versao frequencial dos observadores

4.2 Compensadores

Algo bem geral colocando Pearson, Youla, etc Acho que precisa um capitulo
todo

4.3 Filtros

Relacionar com o problema de filtragem
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