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Capitulo 1

Mundo Discreto

1.1 Sinais Discretos Deterministicos

Este capitulo tratard apenas dos sinais discretos e deterministicos, e as-
sim a palavra sinais, isoladamente, serd usada para designéd-los. Conforme
visto no capitulo ... as fungbes reais da varidvel inteira e discreta k, o
“tempo discreto” | sao os instrumentos matematicos adequados para represen-
tar tais sinais. Estas fung¢oes sdo conhecidas usualmente como seqiiéncias
de niimeros reais, ou simplesmente seqiiéncias reais. Deste modo dire-
mos que um sinal x pode ser representado pela notagao mateméatica cldssica
para seqiiéncias:

x:Z — R
k— x(k)

A esta simbologia sempre se deve associar uma representacao grafica do
sinal, ou seja, o grafico da fun¢ao:

\ k

Muitas vezes representamos uma seqiiéncia pela notagao {z(k)} ou sim-
plesmente por {z}, ou apenas pelo simbolo z. Qualquer destas notagoes
representa o sinal como um todo, ou seja, uma seqiiéncia definida para qual-
quer valor inteiro do “tempo” k, e a qual sempre se associa um grafico,
como acima. Também se usa o simbolo z; ou ainda x[k] para denotar uma



seqiiéncia, mas deve haver um certo cuidado aqui, para evitar confusoes com
o valor assumido pela seqiiéncia = no instante k.

Algumas vezes o conhecimento que temos do sinal permite apenas que
ele seja representado por um grafico, como acima, ou entao por uma lista ou
tabela de valores:

A situagao mais desejével é quando existe uma expressao analitica para
a seqiiéncia x: quando, por exemplo, sabemos que x(k) = k* — 1 Vk € Z.
Ao invés de seqiiéncias de nimeros reais podemos estender o conceito
para seqiiéncias de vetores:
{z}:Z — R"
ke Z— x(k)e R

Exemplo 1.1.1 Seja a seqiiéncia {x} : Z — IR definida por k — z(k) =
k/2 Vk; teremos {z} ={--- —1/2 ; 0 ; 1/2 ; 1---} ou, graficamente:

Para a segiéncia {z} : Z — R com k — z(k) = =2+ k?/2  Vk;

teremos {x} = {--- —3/2 ; =2 ; =3/2; —1---} ou, graficamente:
-2 -1 1 2
4 -3 l l 304k

Seja agora a seqiiéncia vetorial {x} : Z — IR* com

ek

kHam:{k

| w

2

(a) Encontre, por tentativa e erro, um valor de 7" que faz com que

(b

N

Nl

este controle discreto seja uma boa aproximacgao para o analégico.

Usando o “melhor” valor de T" encontrado anteriormente discretize
a planta e faga todo o projeto de modo discreto. Os autovalores
desejados para o sistema devem vir da aplicagdo da relagao funda-
mental aos autovalores continuos. J4 para o observador, use uma
dinamica dead-beat.

Compare as solugoes discretas obtidas. Qual é a melhor? Qual é
mais facil de obter?
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18. Um péndulo invertido com base circular é descrito pelas equagoes

0.0000  1.0000 0.0000 0.0000 0.0000

- 11.6583 —0.0228 —8.7437 0.0000 2.7324
N 0.0000  0.0000 0.0000 1.0000 | * + 0.0000
—17.4874 —0.0342 200.6156 0.0000 —4.0986

y=[1111]Jz

(a) Calcular os autovalores de A e plotar as curvas para as variavéis
de estado x; e a saida y quando a entrada u é nula e a condigao
inicial 6 zp=[1 0 0 0]

(b) Encontrar uma realimentagao de estados que coloca os autovalores
de A+ BF em —14.3090 £ 51.1050 e —5.3310 £ 52.5690

(¢) Supondo que todos os estados sao mensurdveis implemente simule
a lei de controle u(t) = Fz(t) e plote as varivaéis de estado z; e a
saida y*(t) para as mesmas condi¢oes

(d) Agora os estados nao sao mensuraveis. Projete um observador com
polos (todos) em —10, implemente a lei de controle u(t) = Fa(t) e
plote y*4(t), a resposta da malha fechada por observador. Plote
também o erro dado por y*(t) — y®,(t) e verifique a qualidade da
estimagao de estados.

(e) Se o observador anterior for muito lento refaca o item anterior
para polos em outros lugares, até encontrar algo satisfatério.

—
—
=

O observador encontrado por esse processo e a realimentacao F'
constituem a solucao analégica que deve ser discretizada e si-
mulada. Encontre, por tentativa e erro, um valor de T' que faz
com que este controle discreto seja uma boa aproximacao para o
analdgico.

Usando o “melhor” valor de T" encontrado anteriormente discretize
a planta e faga todo o projeto de modo discreto. Os autovalores
desejados para o sistema devem vir da aplicagao da relagao funda-
mental aos autovalores continuos. Ja para o observador, use uma
dinamica dead-beat.

—
oo
-

(h

=

Compare as solugoes discretas obtidas. Qual é a melhor? Qual é
mais facil de obter?

19. Considere o péndulo invertido com base circular analisado no trabalho.

O observador e a realimentagao F' encontrados anteriormente consti-
tuem a soluc¢ao analdgica que deve ser discretizada e simulada.
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Esta seqiiéncia poderia ser visualizada como uma sucessao de 5 pontos no
plano IR?.
Algumas seqiiéncias serao particularmente importantes para nés:

1. Degrau unitario discreto designada por 1(k) e definida como 1 para
k>0e0parak <0:

1) =0 Vk<0

1 HHH 1(k)=1 Vk>0

2. Impulso unitario discreto, ou funcao delta de Kronecker, desig-
nada por d(k) e definida como 1 para k =0 e 0 para k # 0:

14 O(K) 0(k)=0 para k#0
0(k)=1 para k=0

3. Impulso unitario deslocado, designado por §(k — j) e definida como
1 para k = j e 0 para k # j:

1
[ 0(k—j)=1 para k=3

4. Seqiiéncia geral deslocada: sendo f : Z — IR uma seqiiéncia
definida por k +— f(k) a seqiiéncia deslocada j instantes é definida
como

Qif+Z— R com  Q;f(k)=f(k—j)

0(k—j)=0 para k#j



1.2 Transformada em z de uma Seqiiéncia

Lembramos mais uma vez que o paralelismo com o caso continuo é quase
total: a transformada de Laplace e todo o seu extraordinario poder simplifi-
cativo encontram correspondéncia no campo discreto.
A transformada em z de uma seqiiéncia z(k), denotada por Z{z(k)}, ou
simplesmente por Z{z} ¢ uma série:
> b
Z{a(k)} =Y a(k)zF =2(0) + z(1)z ' +2(2)z 2+ -+
k=0
Normalmente estas séries tem uma forma fechada, isto é, elas convergem,
podem ser expressas por uma expressao analitica compacta:

o0

Z{a(k)} =3 a(k)z™" = X(2)

k=0

Assim, a transformada em z de uma seqiiéncia (k) é uma fun¢ao com-
plexa da varidvel complexa z denotada por X (z). Para quem gosta de ma-
tematiqués, sendo

X={z:Z—-R} e C={X:C-C}

as familias de todas as seqiiéncias reais e de todas as fung¢oes complexas de
variavel complexa, a transformada em z seria denotada pelo mapeamento

Z:X—-C

com lei de associacao dada por
z(k) — X(2) = x(k)zF

A titulo de exemplos, vamos calcular algumas transformadas importantes
que deverdo ser memorizadas:

14. Ainda o mesmo problema. A solugao vista no problema (10) pode ser
melhorada: mantendo a mesma rapidez (7}) e preservando P.O. < 5%
podemos diminuir 7. Mostre o par de pdlos correspondentes a esta
solucao melhorada. E possivel atingi-los por realimentagao de saida?

15. Encontre uma realizacao para P(s) e calcule a realimentagao de estados
F que coloca os autovalores de A + BF nos pdlos “melhorados” do
exercicio anterior.

(a) Supondo que todos os estados sdo mensurdveis implemente (via
simulagao, claro) a lei de controle u(t) = Fa(t)+r(t) e plote y*(t),
a resposta da malha fechada a um degrau.

(b) Agora os estados nao sao mensuraveis. Projete um observador com
polos (ambos) em —2, implemente a lei de controle u(t) = Fu(t)+
r(t) e plote y*,(t), a resposta da malha fechada por observador a
um degrau. Plote também o erro dado por y*(t) —y“,(¢) e verifique
a qualidade da estimagao de estados.

(¢c) Se o observador anterior for muito lento refaga o item anterior
para polos em —3, ou —4, ete, até encontrar algo satisfatério.

(d) O observador encontrado por esse processo e a realimentagao F'
constituem a solucao analégica que deve ser discretizada e imple-
mentada (simulada, pessoal) digitalmente. Encontre, por tenta-
tiva e erro, um valor de 7' que faz com que este controle discreto
seja uma boa aproximagao para o analégico.

(e) Usando o “melhor” valor de T" encontrado anteriormente discretize
a planta e faga todo o projeto de modo discreto. Os autovalores
desejados para o sistema devem vir da aplicagao da relagao funda-
mental aos autovalores continuos. J4 para o observador, use uma
dinamica dead-beat.

(f) Compare as solugoes discretas obtidas. Qual é a melhor? Qual é
mais facil de obter?

16. Agora a planta é P(s) = (s — 2)/(s*> — s) e desejamos satisfazer as
mesmas especificagoes de desempenho do problema (10). E possivel

resolver este problema por meio de realimentagao de saida?

17. Repita o problema (15) — sim, todos os itens — para esta nova planta
P(s).
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(d) Na sua opiniao, qual o melhor método?

10. Desejamos controlar a planta P(s) = 1/(s? + 2s) de modo a satisfazer
as seguintes especificagoes:
# 1: Erro de regime nulo para entradas em degrau.
# 2: P.O. < 5%
#3: T, <9
# 4: T, o menor possivel

Foi visto em sala que um esquema em malha fechada com realimentacao
unitaria de saida e compensador C'(s) = 2 funciona como solugao.

(a) Determinar os pélos da malha fechada e calcular uma expressao
analitica para y,(t), a resposta ao degrau da malha fechada.
(b) Simular o sistema e plotar y,(t)

11. A discretizacao do compensador analdgico acima é dada por Cy(z) = 2.
Uma implementagao digital

L Y

¢ inserida no sistema e a resposta ao degrau ¢ chamada de y4(t). O sinal
de erro €(t) = y,(t) — yq(t) mede a qualidade da aproximacao digital.
(a) Por meio de simulagao plotar yu(t) e e(t) para T’ = 1. O erro tende
a zero? ¢ limitado? cresce?
(b

=

Repita o item ga) para T = 2, T = 3, T = 4 e outros valo-
res superiores. E possivel aumentar indefinidamente o periodo de
amostragem?

—
o
N>

Repita o item (a) para T'= 0.8,7 = 0.6,7 = 0.4 e outros valores
menores. O erro melhora? Qual é o maior valor de 1" que acarreta
erro aceitdvel (a seu critério).

12. Discretize a planta P(s) para o valor mais elevado de T usado no
exercicio 11, item (c). Por meio do Lugar das Raizes faca um pro-
jeto discreto e obtenha Cy(z). Simule e plote a resposta bem como o
sinal de erro.

13. Refaga o exercicio anterior para todos (sim, todos) os valores de T’
usados no exercicio 11. Qual é o melhor projeto discreto? Qual é o
melhor projeto?
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Exemplo 1.2.1 Para o impulso unitdrio discreto, 6(k), temos, trivialmente:
Z{0(k)} =140 40224 =1

Para o impulso aplicado no instante m, que também pode ser considerado
como um impulso deslocado de m instantes, teriamos

Z0(k—m)}=0+02"+ +2" 40+ =2"
Exemplo 1.2.2 Para o degrau unitdrio discreto, 1(k), aplicando a defini¢ao:
-1 —2 _3 1 1\? 1\%
BAM} =142 4 =1 (S) + (5) 4o

Lembremo-nos (2° cientifico, mais ou menos) de algo chamado “soma
dos termos de uma PG ilimitada”. Algum tempo depois, jd universitdrios,
era a tal “série geométrica”. De uma maneira ou de outra agora veremos
realmente para que serve isso:

>, 1
Y=+ =
k=0 1=¢
desde que algumas sutilezas — [£] < 1 sejam satisfeitas. Assim,
1 z
Z{1k)}=—== para |z| > 1

1—21 z-1
Supimpa! Para todos os efeitos operacionais a nossa transformada em z

sempre convergird.

Exemplo 1.2.3 Para o degrau unitdrio atrasado de m instantes, 1(k —m)
onde m > 0, temos:
Z{R)} =04 422 = (T s )
—m <
z—1

Exemplo 1.2.4 Para a exponencial discreta, f(k) = a*, temos, novamente

pela definigao:

a*> 1 z
+ =+

Z{ak}:F(z):1+g+; St T

E bom notar que esta seqiéncia f(k) dltimo exemplo € bilateral, ou seja,
¢ um sinal definido Yk € Z. Seja agora a seqiiéncia f*(k) = a*1(k). Para
k > 0 este sinal € idéntico ao anterior, logo

E(HM) = FHe) = = sy = o = ()

:lf(a/z) zZ—a



Este exemplo mostra que a defini¢ao apresentada de Tansformada Z pode
ser aplicada a uma seqiiéncia xy genérica, bilateral. Para “unilateralizar” esta
seqiiéncia, ou seja, encontrar uma outra seqiiéncia que coincide com ela para
k > 0 e se anula para k < 0 farfamos: % (k) = a*1(k). Como a transformada
7 emprega apenas valores de k > 0 teremos

X(z) = X"(z2)

e podemos nos perguntar por que nao restringir a aplicabilidade da trans-
formada Z as seqiiéncias unilaterais. Uma possivel resposta é dada a seguir,
quando o fato de as seqiiéncias serem ou nao unilaterais faz diferenga.

Exemplo 1.2.5 Atrasaremos, ou seja, deslocaremos para a direita, os sinais
e ft do exemplo 1.2.4 em um instante discreto: g(k) = Q1f(k) = f(k—1)
egt(k) =Quf*(k) = f"(k—1).

Z{g(k)} = f(=1) + f(0)27 + f(1)272+ - = f(=1) +27'F(2)

Z{gT(k)} =04 f(0)z"" + f(1)z2 4+ =0+27"F(2)

Ha tabelas listando vérias seqiiéncias e suas transformadas. Para nds,
o uso da definicao e de algumas propriedades permitird o célculo para as
seqiiéncias mais importantes.

1.3 Propriedades da transformada z

E possivel encontrar as transformadaSde outras seqiiéncias importantes sim-
plesmente empregando a definigao, como foi feito nos exemplos anteriores.
Neste processo poderfamos perceber que algumas peculiaridades se repetem
com freqiiéncia. As mentalidades mais matemadticas tomariam estas coin-
cidéncias como indicios de estruturas possivelmente gerais e partiriam em
busca de demonstragoes rigorosas. Nos casos em que tais demonstragoes sao
alcangadas temos as Propriedades, algumas das quais sao listadas abaixo.

Propriedade 1.3.1 : — Linearidade —
Sendo xy e xy seqiéncias quaisquer e ay € as reais quaisquer temos

Z{ayzi(k) + azza(k)} = a1 Z {z1(k)} + a2 {xa(k)} = a1 X1 (2) + a2 Xs(2)

. Para cada um dos valores usados anteriormente para 7" compare os

cinco métodos de discretiz¢ao por meio do parametro €.

. A saida de uma dada planta P(s) deve seguir sinais de referéncia em de-

grau com erros de regime nulos e um transitério adequado (rapido e com
pouco overshoot). Isto deve acontecer mesmo em presenca de distirbios
v(t) constantes. O diagrama abaixo esquematiza uma solugao em ma-
lha fechada para problemas desse tipo

Quando a planta é um integrador (P(s) = 1/s) um compensador PI
com funcao de transferéncia C(s) = K(s + 1)/s pode ser considerado
soluc@o do problema.

(a) Encontrar um valor de K que acarrete transitrio réapido e sem
overshoot. Plotar vérias curvas para justificar a escolha.

(b) Verificar, por simulagoes, a influéncia de degraus de distirbios.

. Para o mesmo problema acima desejamos implementar digitalmente

C(s) por meio de um compensador SD composto por conversores A /D
e D/A envolvendo uma discretizacao Cy(2):

Para julgar a qualidade de uma implementagao digital devemos calcular
ou plotar a fungao erro e(t) = y,(t) — yq(t), onde as saidas y,(t) e ya(t)
sao calculadas para as mesmas entradas r(t) e v(t), ou entao calcular
o fndice € = [5°€2(t)dt.

(a) Pelo método #1, do mapeamento de pélos e zeros, estude o efeito
de T na qualidade da implementacao e escolha o maior valor que
apresenta desempenho aceitavel.

(b) Repita o item anterior para os outros quatro métodos.

(¢) Qual o melhor método para valores altos de 7?7 para valores
médios? para valores baixos?
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(a) Para cada valor de 7' compare visualmente as seqiiéncias a(k) e
d(k).

(b) Para cada valor de T plote a seqiiéncia e(k) = (a(k) — d(k))* e
calcule a sua soma € = > 72 (k) supondo entradas em degrau.

(c¢) Para cada valor de T" encontre o melhor K.

3. Pelo método #2, Euler atrasado, discretize os mesmos compensadores,

para os mesmos valores de 7.
(a) Encontre analiticamente os valores “seguros” de T
(b) Para cada valor de T' compare visualmente as seqiiéncias a(k) e
d(k).
(¢) Para cada valor de T plote a seqiiéncia e(k) = (a(k) — d(k))* ¢

calcule a sua soma € = Y72 (k) supondo entradas em degrau.

. Pelo método #3, Euler avancado, discretize os mesmos compensadores,
para os mesmos valores de 7.
(a) Aceite o convite da pagina 73.
(b) Para cada valor de T' compare visualmente as seqiiéncias a(k) e
d(k).
(¢) Para cada valor de T plote a seqiiéncia ¢(k) = (a(k) — d(k))* e

calcule a sua soma € = 72 (k) supondo entradas em degrau.

. Pelo método #4, Newton-Raphson, discretize os mesmos compensado-
res, para os mesmos valores de 7.
(a) Aceite o convite da pagina 76.
(b) Para cada valor de T' compare visualmente as seqiiéncias a(k) e
d(k).
(¢) Para cada valor de T plote a seqiiéncia ¢(k) = (a(k) — d(k))* ¢

calcule a sua soma € = Y72 (k) supondo entradas em degrau.

. Pelo método #b5, Equivaléncia ao Degrau, discretize os mesmos com-
pensadores, para os mesmos valores de T'.

(a) Para cada valor de T' compare visualmente as seqiiéncias a(k) e
d(k).

(b) Para cada valor de T plote a seqiiéncia e(k) = (a(k) — d(k))* e
calcule a sua soma € = 72 (k) supondo entradas em degrau.
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Esta propriedade ensina como calcular a transformada de uma com-
binacao linear de duas seqiiéncias. A demonstragao de sua validade é uma
conseqiiéncia direta e trivial da definigao e sera omitida. O fato de a transfor-
mada em Z ser linear é certamente responsével pela sua enorme importancia
e vasta aplicabilidade. Outras transformadas populares, como Laplace e Fou-
rier, também devem boa parte de seus méritos a linearidade.

Propriedade 1.3.2 : — Atraso Unitario —
Sendo x uma seqiéncia qualquer e y(k) = Qixy = x(k — 1) a seqiéncia
atrasada de uma unidade:

Z{Qun} = Z{a(k - 1)} = 7'X(2) +2(-1)

Demonstragao: Aplicando a definigio temos

00

=>a(k-1)z"

=0 k=0

I
(\gk
=
o
=
N\
L

Z{y(k)}

Quando z, é unilateral, ou entao quando ela é unilateralizada — resulta
da multiplicagdo de uma seqiiéncia bilateral por 1(k) — a propriedade acima
se particulariza, pois z(—1) = 0. Esta situagao é suficientemente importante
para merecer destaque:

Propriedade 1.3.3 : — Atraso Unitério, caso unilateral —

Sendo x uma seqiéncia unilateral qualquer e y(k) = Qi = z(k —1) a
seqiiéncia atrasada de uma unidade:

Z{Qz1} = Z{z(k — 1)} = 271X (2)
Propriedade 1.3.4 : — Avango Unitario —

Sendo x uma seqiiéncia qualquer e y(k) = Q_1xp = x(k + 1) a seqiiéncia
avangada de uma unidade:

Z{Q_ 1z} = Z{x(k + 1)} = 2X(z) — z2(0)

Demonstragao: Aplicando a defini¢io temos



ZyR)) = SRt = ekt 1)zt
k=0 k=0
= 2(1)+ 22z +2(3)z7 + -

@ 1)

= z(X(2) —(0))
= 2X(z) — z2(0)

Atrasar ou avangar seqiiéncias, no dominio do tempo, equivale a dividir
ou multiplicar por z, sempre lembrando de adicionar os termos iniciais x(—1)
ou x(0). Comparando com a transformada de Laplace no caso continuo per-
cebemos que estas operagoes sao os correspondentes discretos das operagoes
continuas de integracao e derivagao.

Para seqiiéncias atrasadas ou avangadas de mais de um instante podemos
aplicar as propriedades acima repetidas vezes, ou entao generalizar.

Propriedade 1.3.5 : — Atraso no Tempo —

Sendo x uma seqiéncia qualquer e y(k) = Qmay = x(k —m) com m >0
a transformada da seqiéncia atrasada de m unidades é dada por

Z{Qmzr} = Z{z(k —m)} = 27" X(2) + i 27 (—)

Demonstragao: Aplicando a defini¢ao temos

20} = Sk = S alk—m)et
k=0 k=0
= milx(k —m)z 7k + i ok —m)z~*

Mudando a varidvel da primeira soma para j = m — k e a da sequnda
para i = k —m temos

-

B} = e S el

j=m

00

o(—=j)f g™ Z OF

I
M=

<.
I

que pode (e deve!) ser simplificada até

z—eT (%sen wT' + cos wT)

Pz} =14(=—1) [z —eoT (coswT + senwT')|[z — €T (coswT — senwT')]

Para haver cancelamentos devemos ter

T <zsen wT' + cos wT) =" (coswT +senwT)
w

o
— —senwT + coswT = coswT £ senwT'
w
o
= —senwT' = £senwT'
w
<« (0 Fjw)senwl =0
— senwl' =0 <<= Wl'=mn VmelZ
Donde se conclui que a condi¢ao para que o método da equivaléncia ao
degrau produza perda de dinamica (cancelamentos) é que
™
T =m— Yme Z
w
Isto explica o exemplo anterior, onde w = 27 e haviamos encontrado de

maneira empirica alguns destes valores criticos:

m ™
T:0.5:1% ou T:1:2§ ou

3.4 Exercicios

1. Um integrador ideal recebe u(t) = Ae™** como entrada. Encontre a
saida e plote seu grafico. Amostras de u(t) definidas por u(kT) =
A(e *T)* sdo aplicadas a um integrador retangular e a um trapezoidal.
Determine e plote as sequéncias de saida para cada caso e compare com
a saida amostrada do integrador ideal. Comente.

2. Pelo método #1, do mapeamento de pédlos e zeros, discretize os com-
pensadores

s+ 3s+2 1

Os)=22T2F2 o o)==
i(s) s(s2+2s+2) e Cals) §34+3s2+3s+1

para T = 8.00,4.00,2.00, 1.00,0.50, 0.10,0.05, 0.01:
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Mesmo sendo “perfeito” este método ainda pode apresentar aspectos de-
sagradaveis como a perda de dinamica. Aexplicacao é simples: qualquer
perfodo 7" é capaz de amostrar uma entrada u(t) constante, mas pode nao
ser suficientemente rapido para captar toda a dinamica presente na resposta
y(t). Se isto acontece teremos resultados errados, problemadticos, embora a
discretzagao seja perfeita.

Para fixar as idéias, seja a planta cuja funcao de transferéncia é composta
apenas por um par de pélos complexos conjugados p; 2 = o £ jw onde o,w €
IR, e, para garantir a estabilidade, o < 0

K K

P(s) = =
(s) s—0Fjw §2—20s+ 02+ w?

Trata-se de um sistema de 2.a ordem com freqiiéncia natural dada por
w, = Vo? +w? e fator de amortecimento ( = |o|/w, < 1. A resposta ao
degrau de plantas como esta é caracterizada por oscilagoes com amplitudes
decrescentes que se estabilizam em torno do valor de regime K /w?. Supondo
K = w? a expressio analitica para essa resposta ao degrau é

a = 1

y(t) =a+ b18’\1t + b28A2t onde —0.5(1 + jo/w)

o>

=

o
Il

Ao = o+ jw

Esta expressao pode ser desenvolvida até uma forma puramente real, mais
conhecida:

y(t) =1+ (asenwt

— Cos wt)

que, quando plotada, fornece as tradicionais curvas sub amortecidas. Amos-
trando esta equagao temos

a(k) = y(kT) = 1+ byeMTk + bye Tk

cuja transformada Z é

z
(2) = 1 +b127 X +b227€/\2T
e conduz a planta discretizada
z—1 by by
Pd(z)f 2 A(2)71+(2_1)<m+m>

116

Propriedade 1.3.6 : — Avango no Tempo —
Sendo x uma seqiiéncia qualquer e y(k) = Q_pz = x(k+m) comm > 0,
a transformada da seqiiéncia avancada de m unidades € dada por

m—1
Z{Q_par} = Z{alk+m)} = "X () — 3 2" Va())
J=0
Demonstragao: Aplicando a defini¢io temos
Z{y(k)} = > y(k)zF = Salk+ m)z*
k=0 k=0
= 2" wlk+ m)z kT = ™ S alk+ m)z~ k™
k=0 k=0

2} = Y a)e

= ™ (X(z) - mg x(j)z”)
= X)X a()e

=0

E sempre bom frizar que atrasar uma seqiiéncia é desloca-la para a direita,
a0 passo que avangar significa um deslocamento para a esquerda. Como
exemplo, sejam as seqiiéncias deslocadas de duas unidades:

Z{a(k—2)} = 272X (2) + 2 w(=1) + 2(-2)

Z{a(k+2)} = 22X (2) — 2°2(0) — z2(1)

Propriedade 1.3.7 : — Teorema do Valor Inicial —
Permite calcular o valor inicial de uma seqiéncia cuja transformada é
conhecida.
z(0) = ’lcing)xk, = lim X(z)

Demonstragao: Basta usar a defini¢io

X(2) = 2(0) + z(1)z  + 2(2)27 2 +- -

e fazer z — oc.



Propriedade 1.3.8 : — Teorema do Valor Final —
Permite calcular o valor final ou terminal de uma seqiiéncia unilateral
cuga transformada é conhecida.

z(00) = klgloloﬂvk = llf}(l )

Demonstragao: Imaginemos um sinal y definido por y(k) = z(k)—xz(k—1).
A soma dos seus N + 1 primeiros termos seria

M=

y(k) = 2(0) + 2(=1) + z(1) —z(0) + -+ +2(N)—z(N —-1) = z(N)

k=0

pois a seqiéncia € unilateral e x(—1) = 0. Fazendo N — oo percebemos
que o valor final de xy, é dado pela soma de todos os termos de y(k), e esta
quantidade é obtida trivialmente de sua transformada:

(60) = Jim = 3= (0) = i Y ()
Mas, pela definigio de y temos Y (2) = X (2) + 272X (2), e fim de papo.
Propriedade 1.3.9 : — Multiplicagao por exponencial —
Sendo a um real qualquer:
Z {akx(k)} = X(z/a)
Demonstragao: FEsta fica para vocés!

Ainda hé muitas outras propriedades, mas estas sao as mais bésicas.
Com um certo dominio sobre as propriedades e com consultas a tabelas as
transformadas de praticamente todas as seqiiéncias de algum interesse podem
ser encontradas.

1.4 Transformada Inversa

O problema da transformada inversa, também chamada de antitransformada,
é simples: dada X (z) encontrar z(k). Algumas vezes este problema pode ser
resolvido com uma consulta a tabela das transformadas Z; quando isto nao
for possivel, por ser a F'(z) em estudo muito complicada, hé duas maneiras
bésicas de atacar o problema.
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Definicao 3.3.1 O excesso de pdlos, simbolizado por ep, de uma fun¢do
racional G(§) = n(§)/d(§) € definido como a diferenga entre os graus do
denominador d(€) e do numerados n(§);

d
ep=08{d(&)} —d{n(&)} = # de pdlos de G(&) — # de zeros de G(§)

Em alguns textos o excesso de pdlos é chamado de ordem da fungao raci-
onal. Este conceito permite uma maneira alternativa de apresentar conceitos
importantes. Pode-se dizer, por exemplo, que uma fungao racional G(&) ¢é

1. imprépria quando ep{G} < 0;

2. prépria quando ep{G} > 0;

3. estritamente prépria quando ep{G} > 0;
4. biprépria quando ep{G} = 0;

O préximo resultado vem sem demonstragao, os leitores interessados po-
dem procura-la em ...

Teorema 3.3.3 Uma planta continua P(s) com ep > 0 (estritamente pro-
pria) € transformada pelo método de equivaléncia ao degrau em uma planta
discreta Py(z) comep = 1. Uma P(s) biprdpria (com ep = 0) € transformada
em uma Py(z) também biprépria (com ep =0).

Aparentemente o método considera que a ordem natural das plantas dis-
cretas ¢ ter sempre um pélo a mais (ep = 1), e entdo ele tende a “criar”
tantos zeros quantos necessarios para atingir isso. A excegdo é para plantas
bipréprias, que ja possuem muitos zeros: o seu nimero nao ¢é alterado, mas
suas posigoes podem ser.

E mais nao se pode dizer sobre os zeros ... como sao transformados os
zeros ja existentes? é possivel encontrar uma tansformagao, um mapa, para
explicar este funcionamento?

Estes sao os fatos gerais e rigorosos que se pode apresentar sobre o método
de equivaléncia ao degrau: pdlos tratados pela relacao fundamental, zeros
tratados de maneira obscura, da qual se sabe apenas poucos aspectos quan-
titativos. Para analisar o problema da perda de dinamica, precisaremos de
outras consideragoes. A elas.

O método de equivaléncia ao degrau foi concebido para funcionar de modo
perfeito quando a planta é submetida a entradas constantes. Isto significa
que, fixado um periodo 7" qualquer, a resposta yq(k) ao degrau discreto da
planta discretizada Py(z) é idéntica a seqiiéncia obtida pela amostragem da
resposta y(t) ao degrau de P(s).



AT

Vi=1,2,---n )\ éautovalorde A <= é autovalor de eA”

A demonstragao deste fato é simples (quando A estd em forma diagonal,
ela é direta) e fica, portanto, para os leitores. Uma importante conseqiiéncia
é dada pelo

Teorema 3.3.1 O método da Equivaléncia ao Degrau trabalha com a relagao
fundamental z = 7 para transformar pdlos continuos em pdlos discretos.
Em outras palavras, se p € € € pélo de P(s) entio © = e?T € € ¢ pélo de
Pd(z).

A demonstragao deste resultado é imediata, a partir das consideragoes a-
cima. E ele explica muita coisa. Pdlos continuos em €~ (estdveis), por exem-
plo, serao sempre mapeados em poélos discretos no disco unitario (também
estdveis); polos na origem (integradores) sao sempre mapeados em +1; peri-
odos de amostragem muito pequenos tendem a levar os pélos para ... para
onde mesmo, leitores? e os muito grandes?

Busquemos uma luz para o problema de perda de dinamica. Nos casos
ilustrados, pélos (analégicos) complexos conjugados eram mapeados em pélos
(discretos) reais e coincidentes e um destes era cancelado. Para estudar as
condigoes sob as quais complexos conjugados sao mapeados em reais, con-
sidere s15 = 0 + jw onde o,w € IR. A aplicacdo da relacao fundamental
conduz a

sig=0+jw — z=ecT —  z5=c"(coswT £ jsenwT)
E fAcil perceber que a condicio é
senwl' =0 <= wl'=mr VYmeZ
e podemos enunciar o

Teorema 3.3.2 Um par de polos complexos conjugados s15 = 0 & jw €
mapeado no mesmo valor quando e apenas quando T = m(mw/w) VYm € Z

O problema da perda de dindmica é um pouco mais intrincado, pois
um dos zeros também deve ser mapeado nesse mesmo valor real. Vejamos
entdo o que se pode dizer dos zeros, como eles sao tratados pelo método
da equivaléncia ao degrau. Para isso precisamos do conceito, muito simples,
relacionado as fungoes racionais

114

1.4.1 Meétodo aberto

Usando as ferramentas matematicas necessarias devemos expandir X (z) em

um série de poténcias de z~%:

X(2)=ap+arz"' +agz 4+
Feito isto identificariamos os coeficientes a; com os elementos da seqiiéncia:
ag=x(0);  ay==2(1); ... a,=ux(k)

Quando X(z) ¢ uma funcao racional, como é normalmente o caso, a ex-
pansao pode ser feita simplesmente dividindo o polinomio numerador pelo
denominador.

Exemplo 1.4.1 Seja a transformada Z

22 22

X(2) = (z—1)(z—0,5) 22-1,52+0,5

A divisao poderia ser feita neste ponto, mas muitas vezes ainda se efetua
uma normalizagao preliminar, dividindo numerador e denominador de modo
a eliminar poténcias positivas de z.

27252 1

X(z) = _
(2) 2 2(:2—1,52+0,5) 1—1,5:-1+0,5:2

Agora se faria a divisao:

1 1—1,50z7" 40,5022
1—1,50z71 40,5022 141,502 4+ 1,752 2+ - -
1,50271 — 0,50272
1,502 — 2,252 40,7523
1,75272 — 0,752

Isto leva a X(z) =1+ 1,50271 + 11,7522 + - donde se obteria trivial-
mente x: x(0) =1 z(1) = 1,50 x(2) = 1,75 ... ete. Algumas verificagoes
de validade:

. . 1
0= i X() =l 7y prrg g =
z—1 22 1

2(00) = li B
wo0) =l ——= =G =05 0.5

=2

11



Este método funciona sempre mas, como o préprio nome diz, seu resul-
tado é uma seqiiéncia em forma aberta e em alguns casos isto pode nao ser
conveniente. Com efeito, o trabalho para se calcular o valor de y em um
instante k é tanto maior quanto maior é k, nao ha atalhos simplificadores ou
férmulas diretas. Esta seria a seara do préximo método.

1.4.2 Método fechado

A idéia é “preparar” a expressao X (z), usualmente com uma expansiao em
fragoes parciais, para decompd-la em partes mais simples cujas transformadas
inversas sejam bem conhecidas. O procedimento parece ser idéntico ao ja
conhecido para o caso continuo. Dada uma fun¢ao racional representando
X(z) o seu denominador seria fatorado, como abaixo.

n(z) n(z) ay as a,

=0 = == ) rmm i-mion

As funcgoes clementares seriam (supondo pélos reais e distintos, como
acima) do tipo a;/(z — p;) e terfamos uma surpresa desagraddvel ao perceber
que elas correspondem a seqiiéncias razoavelmente complicadas e que podem
estar ausentes das tabelas mais simples. O truque para evitar impecilhos
deste tipo é expandir X (z)/z ou seja, dividir por z antes de mais nada. Com
este artificio terfamos

X(z) a as an

et
I 2 Z=pn

donde vem

5

X(2)=a

+ as + o toay
a4 Z—=DP2 Z=DPn

Estas sao figurinhas faceis em qualquer tabela que se preze, e, mais ainda,
devem ja ter sido memorizadas por todos.

Exemplo 1.4.2

22

X(z) = (z—1)(z - 0,50)

Dividindo por z e depois expandindo:

X(z) z a a

z (z—1)(z = 0,50) 271+270,50
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complezo, e no caso discreto eles estio fora do disco unitdrio, como alguns
dos acima.

Sistemas (analdgicos ou discretos) com zeros de fase nao minima tem seu
desempenho degradado, suas respostas a degraus sao mais lentas e apresentam
oscilagoes indesejdveis perto da origem. Além desse aspecto, tais sistemas
sao muito dificeis de controlar, como se verd oportunamente, e isto € grave.

3.3.2 Que Acontece a Pdlos e Zeros?

No projeto analégico de controladores digitais a discretizagdo dos compen-
sadores pode ser feita por qualquer um dos métodos apresentados, mas qual
deles é superior? Em estudos comparativos quase sempre o método de equi-
valéncia ao degrau se destaca, algumas vezes acompanhado por outros. Ja
no projeto discreto, usa-se quase que exclusivamente este método para a dis-
cretizacao das plantas, por motivos ja vistos. Nada mais justo entao do que
um estudo mais profundo sobre ele, o que serd feito nesta segao.

Seja uma planta descrita por sua fungao de transferéncia e também por
uma equagao de estados:

{i(t) = Ax(t) + Bu(t)
Cx(t)

P(s)=C(sI —A)"'B= K%

<

—
~

=

Sabemos que a inexisténcia de cancelamentos entre n(s) e d(s) é equi-
valente a controlabilidade e observabilidade da equagdo dinamica. Nestas
condigoes, que suporemos presentes a partir de agora, os polos de P(s) sao
os autovalor da matriz A:

Vi=1,2,---n p; épolode P(s) <= p;, =\ ¢autovalor de A
Ap6s a discretizagao teremos

{ x4k + 1) = Agza(k) + Bua(k) nq(z)
ya(k) = Caza(k) da(z)

Nada garante a que estas equagOes discretas sejam controlaveis e ob-
servaveis, na realidade o perigo de haver falhas nestas propriedades é real,
como j& vimos nos exemplos, e as conseqiiéncias destas falhas sao certamente
probleméticas. Mas mesmo se houver perda de dinamica, pode-se afirmar
que os polos de P(z) sao autovalor de Ag:

Pd(z) = Cd (ZI - Ad)71 Bd = Kd

Se m épdlode Py(z) entdao  m; 6 autovalor de Ay

Mas Ay = e e existe um conhecido resultado da 4lgebra matricial que
relaciona os autovalores de uma dada matriz quadrada e de sua exponencial:
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e’\fT —1=0 ou e’\QT - e)‘lT =0

A primeira condigao € impraticdvel, pois requer periodos de amostragem
nulos; pode-se mostrar que a sequnda é equivalente a

sen 27T = 0 <= 27T = mn VmeZ@T:% Vme Z

Pronto. Para alguns valores de T (0, 0.5, 1.0, 1.5, ...) o método causa
incontrolabilidade ou, em outras palavras, cancelamento entre pdlos e zeros.
E 0 mesmo fendmeno visto antes, em um contexto frequencial.

Sugere-se que os leitores repitam este exemplo usando outras realizagoes,
como por exemplo uma de Jordan com matrizes C' e B diferentes, ou entao
a realizagdo canonica controldvel.

Exemplo 3.3.3 Discretizar a planta abaizo, pelo método da equivaléncia ao
degrau

Pls) = 100v2 100v2
VTS 4282425 s(s+1+4)(s+1—7)

Considerando que a banda de passagem é aquela associada ao par de pdlos,
ou seja, ¢ dada por w, = /2 podemos calcular 10w, ~ 14 donde, para evitar
perda de dinamica, devemos ter T < 7/7 =~ 0.45. Usando entao T = 0.4

teremos
(z + 3.0400) (= + 0.2203)

(z — 1.0000)(z — 0.6174 £ j0.2610)

Diminuindo o periodo para T' = 0.1 chegamos a

Py(z) = 1.2308

(2 + 3.5490)(z + 0.2550)

Py(2) = 0.0224
u(2) (z — 1.0000)(z — 0.9003 % j0.0903)

Em ambos os casos o0s pdlos complexos analdgicos foram transformados
em pdlos complexos, sem qualquer tipo de cancelamentos, e o pdlo com efeito
integrador se colocou em +1, como ji havia acontecido em outros métodos.
O fato a se notar é relativo aos zeros: em cada caso apareceram dois.

Em muitas situagao esta “criagao” de zeros € até saudada, pois zeros
podem aumentar a rapidez, como ji comentamos. Mas hd casos de zeros
indesejdveis. Normalmente zeros localizados nas regides associadas a insta-
bilidade sao chamados de zeros de fase ou defasagem nao minima. No
caso continuo estes zeros estio em CF, o semiplano direito aberto do plano
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Os residuos podem ser obtidos por qualquer dos métodos tradicionais, como
por exemplo

a = [(z - 1))((Z)L1 -9 ag = [(z —().,5()))((2)]12(J -1

0 que acarreta

X(z) 2 1 z z
= = XE) =2 = - 50

z z2—1 2-0,50

donde se conclui, facilmente, que x, = 2 . 1(k) — (0,5)*. Pronto, eis uma
forma fechada para a seqiéncia x(0) =1 x(1) = 1,50 z(2) =1,75 ... etc,
que tanto trabalho causava no exemplo 1.4.1.

Os leitores sao convidados a resolver este exemplo expandindo X (z), sem
divisdes por z. Quando a expressao para X (z) possui numerador indepen-
dente de z o procedimento é o mesmo, mas a ordem do denominador aumenta.

Exemplo 1.4.3

1
F@) = o6 — 050

Dividindo por z e depois expandindo:

F(z) B 1 g ap as

z 2(z—1)(z—0,50) =z z71+270,50

aoz[z@LU:Q alz[(zfl)Fiz)L:]:Q Gy = =14

z

0 que acarreta

F(z)_2+ 2 1
z z z—1 z—10,50

z z
e F(z)72+2z_1 42_0750

donde se conclui f(k) = 26(k) +2 . 1(k) —4 . (0,5)*. Esta segiiéncia cor-
responde & forma aberta f(0) =0 f(1) =0 f(2) =1 ... etc. Compa-
rando esta seqiiéncia com a do exemplo anterior € interessante reparar que
F(z) = 272X (2), significando que f resulta de se atrasar ¥ duas unidades de
tempo: f(k) = x(k —2).
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1.5 Operadores e Sistemas Discretos

A idéia bésica é a mesma, apenas agora os sinais envolvidos sao discretos.
Alguns sistemas importantes tem comportamentos que podem ser descritos
de maneira simples e natural por modelos discretos, como por exemplo uma
caderneta de poupanga; em outros casos temos uma realidade continua que
pode ser descrita por modelos discretos ap6s um processo de amostragem

Como todo bom operador que se preza, um operador discreto “trans-
forma” um entrada em um saida. A novidade é que agora nossos sinais sao
seqiiéncias:

u(k) y(k)

— = Sistema Discreto ————

As classificagoes correspondem exatamente as feitas no caso continuo,
e assim definirfamos um operador instantaneo como aquele para o qual a
salda no instante ky, depende apenas da entrada nesse mesmo instante kg,
operador dinamico é aquele para o qual a saida em ko pode depender de
valores passados, presentes e futuros: k < ko, k = ko, k > ko, e assim por
diante.

Os conceitos de causalidade, linearidade, invariancia no tempo, etc, sao
definidos exatamente como no caso continuo. As idéias sdo basicamente as
mesmas, mudando apenas a variavel tempo: antes era continua, agora ¢
discreta. O estudo das duas categorias segue um paralelismo quase perfeito.
Também no mundo discreto os operadores causais e unilaterais podem ser
associados aos sistemas relaxados.

1.5.1 Resposta ao impulso

Quando a entrada de um operador discreto H ¢ a seqiiéncia {u} = 6(k —m),
um delta de Kronecker aplicado no instante m, chamamos a saida correspon-
dente de resposta ao impulso do operador, ¢ a denotamos por h(k,m):

Quando  {u} =d(k—m) entao {y}=H{u}=Hé(k—m)=h(k,m)
A resposta ao impulso pode auxiliar no célculo da resposta de alguns tipos
de sistemas a uma entrada qualquer. Vejamos como. Em primeiro lugar,

dada um seqiiéncia qualquer f, ndo necessariamente unilateral, podemos
decompo-la em uma soma de impulsos unitérios:
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para isso comegamos com uma realiza¢ao, por exemplo a de Jordan. Para
isso comegamos expandindo P(s) em fragoes parciais:

bio = £j(1+ 4n2)/(47)
P(s) = b + b onde
S—A  S— X\

Mg =—1F j2r

A partir daqui € facil: sendo A uma matriz diagonal com elementos A\, e
A2 e C e B matrizes quaisquer tais que CB = by +by teremos uma realizagdo.
Seja por exemplo

w0 = 3 a0+ |un =11 1300

Os leitores devem se convencer — fazendo as contas, por exemplo — de que
apesar de A e B serem matrizes complexas esta € realmente uma realiza¢ao
para P(s). E uma realizagdo camarada, pois o formato diagonal de A permite
um rdpido cdlculo da exponencial e :

e e)‘l‘ 0 B el-1-j2mt 0 L o—i2mt 0
e = 0 et | T 0 el-14g2me | =€ 0 izt

De onde podemos proseguir . . .

o o(-1=2mT 0 [T g
Ag=e"l = { 0 o(-1Hi2mT | =€ ! 0 etiT
(&
Bom [fevpa= [M] B Lae oA Ry
- Jo Jo | bpetet dr | (27% — j)(e)‘2T -1)

e Cy = C, de acordo com o método. A matriz de controlabilidade pode ser
encontrada:

(By AsBJ — ar(eMT 1)y (eMT — 1)eMT
4 (€M — 1) ap(ete? — 1)ete?
onde a5 = —4r /(272 £ j). O determinante desta matriz é

a0 (c/\lT — l) (c)‘ﬂ — 1) <6)\2T — c)‘lT)

que se anula, causando incontrolabilidade, quando e apenas quando
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grade que permite a facil visualizagcdo das seqiiéncias resultantes das amos-
tragens consideradas.

16 . y(t) —
N
an
AR
J‘ \l // A\
Ry
0.8 i
|
0.4 ‘/
|
/
00 1 2 3 4 5 6

Uma andlise mais detalhada deste fenomeno vird em breve. Por ora basta
lembrar uma das receitas para a escolha de T': ele deve ser no minimo 10
vezes inferior ao periodo associado a banda de passagem do sistema. Neste
caso a banda de passagem é w, =~ 6.4 donde a freqiéncia de amostragem deve
ser, no minimo 10w, ~ 64, donde T' < 27/64. Usando T = /32 ~ 0.10

teremos

2 — 06548 2409177
Pe)=1—(z—1)— 200 1786 L
(2) (=1 57381 = jo523 Z— 0.7381 + j0.5234

Um tinico zero, dois polos complezos conjugados, tudo como deveria ser,
nada de cancelamentos e perdas de dinamica, beleza! Os leitores podem amos-
trar, graficamente, a curva ds figura acima para T = 0.1 para perceber que a
seqiiéncia resultante tem pontos suficientes para acompanhar todas as “idas
e vindas” analdgicas sem pular nada.

Exemplo 3.3.2 Para K = 1+ 472 =~ 40.4784 discretizar, pelo método da
equivaléncia ao degrau, a planta P(s) = K/(s*> + 25 + K).
K 1+ 4n?
P(s) = - S
s24+2s+ K (s+1+j2m)(s+1— j52m)

Sim, estd correto, € o mesmo sistema de sequnda ordem, sub-amortecido,
do exemplo anterior. Agora usaremos a metodologia do espago de estados;
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fo= . f(=1 fO) f(1) f(2)
= .. f(-1) 0 0 0 +
0 f0) 0 0 +
0 0 f(1) o0 +
0 0 0 f©2 +

Mas, lembrando o conceito de impulso unitario, cada uma das seqiiéncias
bésicas acima pode ser reescrita:

J) =+ f(=Do(k+ 1) + [(0)0(k) + f(1)o(k = 1) + f(2)d(k = 2) + -

Isto permite estabelecer, de modo direto, uma importante propriedade
dos sinais discretos: uma seqiiéncia qualquer pode ser obtida a partir de
uma decomposi¢ao em impulsos por meio da expressao

oo
= > fm)s(k —m)
m=—00
Seja agora um operador H discreto e linear, submetido a uma entrada
{u}. Se esta entrada ¢ decomposta como acima temos

y=Hu=H > u(m)i(k—m)

m=—o00

Como o operador é linear podemos usar o principio da superposicao:
o
y=Hu= > u(m)H5(k—m)
m=—oc
Lembrando que Hd(k—m) = h(k,m) é a resposta ao impulso do operador
concluimos que sua saida para uma entrada qualquer u é dada por

o]
y(k)= 3 h(kmu(m)
m=—oo

Esta é a somatdria de superposigao, que relaciona entradas e saidas
de operadores discretos e lineares para os quais se conhece a resposta ao
impulso. Assim como no caso continuo, a resposta ao impulso caracteriza
completamente um operador discreto e linear. Conhecendo-a conheceremos
a saida para qualquer entrada.

Se 0 nosso operador for causal (além de linear, 16gico!) teremos h(k,m) =
0 para k < m e a expressao se particulariza:



y(k)= > h(k,m)u(m)

m=—00
Como seria de se esperar, a invariancia no tempo é caracterizada por
h(k,m) = h(k —m)
e neste caso, temos mais uma particularizacao:
k
y(k) = > h(k—m)u(m)
m=—0o0
Supondo finalmente que a entrada u é unilateral temos a expressao final
k
y(k) = > h(k —m)u(m)
m=0

caracterizando a chamada somatéria de convolugao. Esta soma pode ser
expressa de maneira alternativa, mudando a varidvel por meio de k —m = j:

y(k) = 2 h(G)ulk = 5)

-

j=k

Eis entao ambas as expressoes para a soma de convolugao:
k k
y(k) = > h(k —m)u(m) = > h(m)u(k —m)
m=0 m=0
Exemplo 1.5.1 Em um operador linear e invariante no tempo a saida quan-

do {u} = d(k) ¢ dada por

0 para k<0
h(k) =
2 para k>1

Calcular a seqiiéncia de saida quando a entrada € dada por
0 para k<0
u(k) =
k para k>0

Analisando a resposta ao impulso h(k) verificamos que o sistema € causal,
e entdo

16

Este € o efeito de pdlos complexos conjugados, e poderiamos ter abreviado o
desenvolvimento logo no inicio, ao perceber que ¢ < 1.
Para continuar o método de discretiza¢ao amostramos y(t)

a(k) =y(kT) =a+ ble)“Tk + bze)‘grk

e obtemos sua transformada

z z
Alz) = ] + bliz Y- + bziz Y
e finalmente
z—1 by by
Py(z) = A(z) = - |——+ —
a(2) = ——Alz) =a+(z-1) P R

que pode ser simplificada até

2z — e T(cos2nT — (1/27)sen 27T)
z — e T(cos2nT F jsen2nT)

Piz)=1—-(z—-1)

Calculando para T = 2 encontrariamos

z—e? 1—e?

Pd(z):lf(zfl)(27872)2727672

Opa! Houve um cancelamento e agora temos um tnico pdlo, real, em
0.1353 e isto caracteriza uma seqiéncia que tende — sem oscilagoes — ao
valor de regime. FEste cancelamento provoca um efeito muito desagraddvel
chamado de perda de dinamica. Para tentar evitd-lo tentemos reduzir o
periodo de amostragem; para T =1 temos

-1 -1
Pie) =1 (=) o =1
(z—e 1?2 z—el

O mesmo efeito! Agora o pdlo real estd em 0.3679, caracterizando uma
seqliéncia mais rdpida que tende, ainda sem oscilagoes, ao valor de regime.
Reduzindo o periodo de amostragem para T = 1/2 temos

z+e 14 ?
(z4+e05)2 2405

Pyz)=1-(2—1)
Ainda hd cancelamento, resultando agora em um pdlo inico em —0.6065.
Isto significa uma exponencial com valores alternados e a idéia de oscilagoes

¢é mantida. Na figura abaizo estd plotada a curva para y(t), bem como uma
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o sinal escada u(t). Mas isto é terreno conhecido! H4 pouquissimas paginas
atras liddvamos com este mesmo problema e descobrimaos sua solugao: os
métodos de equivaléncia ao degrau, em qualquer de suas versoes.

Em resumo: a discretizagao de plantas para as técnicas dis-
cretas de projeto deve ser feita pelo método de equivaléncia ao de-
grau, seja em sua versao frequencial, trabalhando com as fungoes
de transferéncia, ou na versao no espaco de estados.

Na freqiiéncia: No tempo:

1) Y(s) = P(s)/s 1) Ag=eAT

2.) y(t) = LYY (s)} 2.) By= [ ¢*"Bdr
3.) a(k) = y(kT) 3) Cy=C

4) A(z) = Z{a(k)} 4) Dyg=D

5.) Pi(z) = (2 —1)A(z)/z

Exemplo 3.3.1 Para K = 1+ 47 ~ 40.4784 discretizar, pelo método da
equivaléncia ao degrau, a planta P(s) = K/(s*> +2s + K).

P(s) K 1+ 47?2
s) = =
2425+ K (s+1+j2m)(s+1—j52m)

Trata-se de um sistema de sequnda ordem, sub-amortecido, com pdlos
complezos caracterizados por w, = v K =~ 6.3623 ¢ { =~ 0.1572. A resposta ao
degrau, analdgica, para este sistema pode ser encontrada de maneira simples

P(s) a by by

Y(s) = - =
(5) s s+s+1+j27r+s+1—j27r

ondea =1 ebj = (-2 Fj)/(47), o que acarreta

Ait Aot

y(t) = a+ bre™" + boe onde M= —1Fj2m
cuja simplificagio é

sen 27t

y(t) =1 78"(

O grdfico desta expressio é muito conhecido e famoso: oscilagoes com
amplitudes amortecidas tendendo a um valor de regime dado por K/w? = 1.

+ cos 277t>
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donde

E assim por diante. Mais uma vez um procedimento facil e direto, mas que
envolve uma trabalheira bastante grande. Tudo bem, os computadores digitais
estao af para isso mesmo, exatamente para esse tipo de obra. A eles entdo
0 onus das contas. Mas o real inconveniente deste método € que a solugao €
dada em forma aberta, ou seja, a somatéria de convolugdo permite o cdlculo
da seqiiéncia de saida ponto por ponto. Seria muito bom se hovesse uma
expressao genérica que fornecesse o valor de y para um instante k qualquer.
Para este exemplo conseguiriamos exprimir y como

yh)=2(2"—k—1)  Vk>1

apds um trabalho cheio de artificios sobre a somatoria de convolugao.

Os fatos mostrados por este exemplo sdo gerais. E quase sempre dificil
encontrarmos uma expressao analitica para a saida e esta é uma grande
desvantagem do uso das somatéria de superposicao no estudo de sistemas
discretos: obteremos a saida na marra, ponto a ponto.

Que nao nos abale uma pequenina dificuldade. Que nao se percam as
esperangas, pois hd solu¢ao para tudo. O que nos facilitard as coisas de
agora em diante é o uso das transformadas Z.

1.5.2 Solugao por transformada Z

Sendo f; e fy duas seqiiéneias a operagao

k

> filk—m) fa(m) = fi+ fo

m=0

17



é chamada de convolugao discreta. Usando esta nomenclatura podemos dizer
que a saida de operadores lineares e invariantes no tempo é sempre dada pela
convolugdo entre a entrada e a resposta ao impulso, conforme demonstrado
anteriormente:

y(k) = Z:O h(k —m)u(m) = hxu

Calculemos a transformada Z:

2y} = Z{hxu}

S <i hik — m)u(m)) ok

k=0 \m=0
koo
= Y 3 h(k—mu(m)zmzmF
m=0k=0
k %
= S u(m)z™™ > h(k —m)zmF
m=0 k=0
= Z{h}Z{u}

Isto demonstra uma importante propriedade das transformadas Z; de
volta ao exemplo, esta expressao pode ser usada, basta lembrar que a resposta
ao impulso pode ser expressa por h(k) = 2* 1(k) — §(k). Com isto,

V()= Z{y} = Z{2" 1) — 6k} Z{k 1(0)}
- (-5 Go12
2z
(z-1(z-2)
Achando a transformada inversa:

Y(z) -2 -2 2 2

z (z=1)*(2-2) (2—1)27z—1+z—2
Donde

—2z 2z 2z

Y(z)=

18

k) FH(8) = 2 f(R)3(t — kT)

A transformada de Laplace do sinal f*(t) pode ser encontrada de maneira
direta, e pode ser relacionada com a transformada de f(k). Vejamos

LU0} = FO0) + f(Me ™ 4+ f(R)e ™ 40 = F(2)],_eur

Este operador estrela, compreende-se agora, nada mais é do que uma
maneira de colocar em campo a conhecida relagao abstrata entre os campos
discreto e continuo, simbolizada pela transformacio z = e*7.

Este operador é quase sempre usado em conjunto com o “modelo analé-

gico” do BOZ, o SLIT relaxado visto acima e descrito por
1—e"
Bls)=-_°%

s

E imediato perceber que a resposta (continua) do BOZ a uma seqiiéncia
f(k) é exatamente igual & resposta do SLIT relaxado descrito pela B(s)
deduzida acima quando sua entrada é f*(t)

sinais idénticos!

k BOZ t B(s

f(k) It (s)

Ap6s estes desenvolvimentos podemos redefinir o problema de discre-
tizagao de plantas: dada P(s) encontrar P(z) de tal modo que as seqiiéncias
ya(k) e ya(k) abaixo sejam tao préximas quanto possivel qualquer que seja a
seqiiéncia uq(k)

k) i) e ) ey e ) = wkT)
L [ [ T
P ya(k)
d u(2)

O sinal analdgico u(t) é do tipo escada, constante por periodos, e, por
construgao, sua amostragem instantanea recupera a seqiiéncia original u4(k),
o que conduz a uma simplificacao do diagrama acima

uq(k) m”:l(t)w u(t) P | y(t) o ya(k) = y(kT)
[ T

[*] 1(k)

s T

Pd(z)

T uq ya(F)

As seqiiéncias y,(k) e yqa(k) acima devem ser tao préximas quanto possivel
qualquer que seja a seqiiéncia uq(k), ou equvalentemente, qualquer que seja
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um sinal discreto, e sua saida é um sinal analégico. Como lidar com ele?

3.3.1 Bloqueadores de Ordem Zero

Comecemos com um caso simples, a resposta de um BOZ a um impulso
discreto uq(k) = upd(k). Pela prépria idéia do bloqueador a saida serd um
pulso de largura T" e amplitude wug, que pode ser expresso em termos de uma
diferenca de degraus:

ug(k) =uod(k) = w(t) =ug1(t) —ug 1(t —=T) =uo[1(t) — 1(t = T)]

Para visualizar a situagao:

upd (k u(t
uo ) rBoz 9w
T k T t

Imaginemos agora um SLIT continuo e relaxado com a capacidade de
fornecer como saida um pulso idéntico ao acima quando sua entrada é um
impulso de amplitude ug

ugd(t) SLIT u(t) =wug 1(t) —uo 1(t = T)

E facil perceber que a fungao de transferéncia deste sistema é dada por

L{u(t)}  uwl—u=" 1T

s

= L{ud(t)} u s

Bl(s)

A partir de uma sinal discreto f(k) qualquer sempre podemos construir un
sinal continuo f*(t) somando impulsos deslocados e modulados pelos valores
da seqiiéncia:

{r = fo f) R f(k) .
) = f0)) + fMoE—=T) + --- + [f(k)o(t—kT) +
Para formalizar esta idéia podemos definir o Operador Estrela ou As-

terisco como sendo um mecanismo abstrato que transforma uma seqiiéncia
f(k) em um sinal analégico f*(t):
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1.5.3 Funcao de Transferéncia Discreta

O encaminhamento usado neste ltimo exemplo pode ser extendido, dando
origem a um dos resultados mais importantes deste campo:

Teorema 1.5.1 Para operadores discretos, lineares e invariantes no tempo
sempre se pode escrever

Y(z) = H(z)U(2)

onde Y (z) € a transformada Z da saida, U(z) € a transformada Z da entrada
e H(z), chamada de fungdo de transferéncia discreta do operador, é a
transformada Z da resposta ao impulso.

A demonstragao é simples. Sendo o operador LIT temos, como visto
acima:
k
y(k) = > h(k—m)u(m) =hxu

m=0

donde se conclui o desejado.

Este desenvolvimento é exatamente como no caso continuo, talvez até
mais simples do que 14. Dizemos que a fungao de transferéncia H(z) é uma
ferramenta frequencial para o estudo de operadores discretos. Assim como
no caso continuo, os operadores que nos interessam sao descritos por fungoes
de transferéncia racionais:

H(z) = k™M) _ pleza)Emz).
d(z) (p—p)p—p2) .-

onde os z; sao chamados de zeros de H(z) e os p; sao os pélos.

1.5.4 Comportamento temporal

Qual ¢ a relagao entre parametros freqiienciais como por exemplo pélos e
zeros e parametros temporais, como por exemplo as seqiiéncias?

(z—21)...

Y(2)=H(2)U(z) = K(p*pl) —

Alguns dos zeros z; que aparecem na expressao de Y (z) sdo provenientes
de H(z), outros de U(z), e 0o mesmo acontece com os pélos p;. De qualquer
modo, seja qual for sua origem, apGs expandirmos Y (z)/z em fragoes parciais
obteremos para Y'(z) a seguinte expressao, supondo pélos reais e distintos:
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z
+e——F

Y(2) =
(=) CIZ*PI Z—= P2

O comportamento no dominio do tempo da seqiiéncia y pode assim ser
decomposto em uma soma de “comportamentos elementares”, cada um deles
do tipo z/(z — p), onde p € IR representa um pdlo real. Vejamos entao com
mais detalhes esses padroes basicos que permitem perceber o papel crucial
representado pela localizagao dos pélos no plano complexo.

p>1 — pF — exponencial crescente: T I '{ [ [ {

p=1 — 1(k) — degrau discreto:

0<p<1 — p* — exp. decrescente:

p=0 — (k) — impulso discreto:

—1<p<0 — pF— exp. decr. alternada: [ I '
’
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e i) 8 ey |4

Temos que trabalhar com o sistema acima, onde todos os sinais sao discre-
tos, e procurar o compensador Cy(z). Para chegar a este diagrama discreto
partindo da planta analégica P(s) devemos comecar envolvendo-a em con-

versores
u&—{ D/A H P(s) }—.{ A/D }—yf(k)

Na fase inicial do projeto a quantizagao e a codificacao sao desprezadas e
o conversor A/D pode ser reduzido a um amostrador instantanco. Podemos
também considerar que o conversor D/A é composto apenas por um Bloqua-
dor de Ordem Zero — BOZ — que mantém constante durante cada periodo
de amostragem o valor da seqiiéncia de entrada:

uq(k) u(t)
| T of 3T 4T % [T T 3T 4T ¢

gerando assim uma saida u(t) constante por periodos, ou do tipo escada.
Com estas hipdteses o problema de discretizacao de plantas se resume a:

dada P(s) encontrar P;(z) de tal modo que as seqiiéncias y, (k) ¢ yq(k) abaixo

sejam tao proximas quanto possivel qualquer que seja a seqiiéncia uq(k)

wak) ——— wu(t) o ut) o va(k) = y(kT)
BOZ P(s)

ya(k)

Este é um problema aparentemente simples e direto, bastaria calcular
a funcéo de transferéncia discreta entre uq(k) e yo(k) e chamé-la de Py(z),
com o que terfamos y,(k) = ya(k) Vuq(k), uma inesperada, mas bem vinda,
igualdade. A dificuldade desta empreitada é o BOZ. Da maneira como foi
definido trata-se de um sistema hibrido pois sua entrada é uma seqiiéncia,



com a>0 — T:%[?G[Qﬁl]

pélo dominante: _
a Ba

Quando hd no sistema de malha fechada pdlos dominantes complexos
conjugados com fator de amortecimento ¢ ~ 0.7 (escolha muitas vezes feita
para acarretar pouco overshoot no transitério) recomenda-se freqiiéncia de
amostragem de uma a duas vezes a freqiiéncia natural:

. K
pélos dominantes com (~0.7 — T = o K €05, 1]
n

Outras receitas ha e em vérias outras se poderia pensar. Todas validas
para determinadas situagoes e inaplicdaveis em outras ... Todas remanescen-
tes de uma época um tanto quanto empirica de projeto, onde as ferramentas
de apoio computacional eram frageis e inadequadas . ..

Hoje em dia, felizmente, o quadro é outro e os recursos de computagao,
simulagao e visualizagao sao estupendos. Donde se conclui que a receita atual
sensata, o conselho valioso é: tentar e simular. O periodo de amostragem
T passa a ser um paramtero de projeto: tenta-se vérios valores e verifica-se
(por meio de simulac¢ao) qual deles funciona melhor.

3.3 Projeto Digital

Em toda a secao anterior tratamos das chamadas Técnicas Analdgicas
para o projeto de controladores digitais. Nelas, a planta P(s) é dada, o com-
pensador C(s) é projetado por um método analégico qualquer dos muitos
existentes, uma discretizagao é feita, gerando Cy(z), e finalmente implemen-
tada.

A partir de agora entram em cena as T'écnicas Discretas para o projeto
de controladores digitais. Nelas, a planta P(s) é dada, uma discretizagao
é feita, gerando Py(z), o compensador Cy(z) é projetado por um método
discreto qualquer dos muitos existentes, e finalmente implementado.

Também nestas técnicas entra a discretizagao, apenas em um ponto di-
ferente, anterior, da cadeia. Poderfamos pensar em selecionar um dentre os
métodos ja vistos, mas ha aqui alguns detalhes especificos que afetarao a esco-
lha, simplificando-a. Para entendé-los vamos supor que a planta discretizada
Py(z) ja foi obtida e estamos na fase do projeto propriamente dito.
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p=—1 — (—1)" — degrau alternado:

p<—1 — pF — exp. cresc. alternada: I '[

Vejamos agora a contribuicdo de pélos reais duplos, ou seja, termos
basicos do tipo z/(z — p)?, onde p € IR. Seria fécil verificar (tentem!) que
a transformada inversa é dada por k p*. A partir disto algumas conclusdes
sao evidentes. Para |p| > 1 temos seqiiéncias que tendem para oo quando
k cresce; se p > 1 entao a seqliéncia é sempre positiva, mas se p < —1 os
valores se alternam.

Para p = 1 temos a rampa discreta & 1(k) e para p = —1 a rampa
discreta alternada k (—1)*. Para 0 < p < 1 o esboco ¢ visto a seguir, ¢ para
—1 < p < 0 seria a mesma seqiiéncia com valores alternados. Finalmente
para p = 0 temos um impulso discreto deslocado.

0<p<1

.. B

O comportamento associado a pélos complexos conjugados depende de
suas distancias a origem: para pélos dentro do disco de raio unitdrio (como
por exemplo py 5 = 0, 604750, 60) teremos oscilagoes senoidais amortecidas, ou
seja, com amplitudes decrescentes. Para pélos sobre a circunferéncia de raio
unitdrio (como por exemplo p; o = v/2/2 £ jv/2/2) teremos oscilagdes senoi-
dais com amplitudes constantes, e para pélos fora do disco de raio unitario
(como por exemplo p1» = 0,80 £ j0,80) teremos oscilagoes senoidais com
amplitudes crescentes. Os graficos:

21



1.5.5 Estabilidade

Uma adaptagao direta das idéias continuas pode ser feita. Diremos que um
operador discreto é BIBO estavel se e somente se a cada seqiiéncia v limitada
a salda y correspondente também ¢é limitada.

Teorema 1.5.2 Um operador discreto, linear e invariante no tempo serd
BIBO estdvel se e somente se todos os pdlos de sua fungdo de transferéncia
estiverem contidos no circulo unitdrio com centro na origem do plano com-
plexo.

Uma demonstragao rigorosa sera omitida, mas uma anélise dos compor-
tamentos bésicos vistos na se¢ao anterior permite uma aceitagao suave da
condigao. Podemos também lembrar a relagdo entre as transformadas de
Laplace e Z, vista anteriormente: z = e, onde T é o perfodo de amostra-
gem. Com isto o eixo imagindrio seria mapeado na circunferéncia unitéria,
¢ o semi-plano esquerdo seria mapeado no circulo unitdrio, reforgando ainda
mais o entendimento do resultado acima.

JW Plano s ) JU Plano z

Se o campo continuo possui os critérios de Routh e o de Hurwitz para
verificar se os pdlos estao na regido permitida, o campo discreto pode usar o
critério de Jury, com a mesma finalidade.

1.5.6 Pequena pausa...

para analisar o que temos visto até este ponto neste campo discreto.
Nosso objetivo primordial tem sido, como sempre, o de ser capazes de prever
saidas de operadores submetidos a entradas quaiquer. Eis um inventario
comentado dos principais métodos vistos.
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As férmulas sao conhecidas, e sao simples. A aplicagdo delas a exemplos
como estes pode, entretanto, ser bastante trabalhosa. Mas para isso existem
computadores, e entao, leitores, vamos ld, ao cdlculo de Ay, By e Cq! Depois
desta etapa calculem a fungao de transferéncia discreta associada

Cd(Z) = Cd(ZI — Ad)ile

Qual dos métodos anteriores fornecia um resultado que bate com este?

3.2.7 Escolha do Periodo de Amostragem

Existe uma idéia, certamente baseada na aplicacio do teorema da Amos-
tragem para o processamento de sinais, de que quanto menor o periodo de
amostragem 7" melhor, pois isto leva a um comportamento mais “préximo”
do analégico.

Se queremos recuperar um sinal a partir de suas amostras este raciocinio
vale, mas para Controle Digital é preciso um certo cuidado, pois ha dois
aspectos que podem ir contra esta tendéncia, e que precisam ser analisados.

O primeiro, facil de entender e aceitar, é que para valores muito peque-
nos de T o computador pode nao ter tempo suficiente para fazer todas as
operagoes necessdrias para adquirir dados, converté-los, tratd-los (por meio
do algoritmo de controle), reconverté-los e devolveé-los a planta.

O segundo aspecto diz respeito aos erros de quantizacao, inevitaveis em
qualquer processo de conversao A/D. O fato, triste, ¢ que este erros podem
ser aumentados quando 7" diminui . . .

O custo de se reduzir T também deve ser levado em conta. Isto mostra
que a escolha nao é tao simples, é hé valores minimos para o periodo de
amostragem, valores abaixo do qual nao se pode ir.

Existem algumas “receitas” empiricas, que funcionam bem em determina-
dos casos especificos. Quando, por exemplo, se sabe que o sistema de malha
fechada deve apresentar, apds a conclusao do projeto, uma determinada faixa
de passagem B, recomenda-se usar uma freqiiéncia de amostragem 10 vezes
superior:

1
T 10B

Quando se sabe que hd, ou deve haver, um pélo dominante real em —a
para o sistema compensado, recomenda-se um periodo de amostragem de

25% a 50% da constante de tempo (dada por 1/a):
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=] 75 e[} uo w0 =11 10

A exponencial matricial et poderia ser calculada a partir, por exemplo,
da matriz (sI — A)~', resultando em

e 0
Ag=et = [ 0 e’ZT]

e, com um pouquinho mais de ranger de dentes

T T -7 -7
_ Arpo e _ T-e
Bdf/o e Bd‘rfl/o [6—27}(17—7 [(1_(%)/2]

Como Cy = C o trabalho estaria terminado.

E légico que poderiamos ter resolvido este problema usando um caminho
alternativo:

2543 . )
C(sI—A)'B=-.= """~ — métodos anteriores
(s+1)(s+2)

Os leitores sao convidados a prossequir: apliquem os métodos fornecidos,
encontrem suas respostas e verifiquem qual delas corresponde a solug¢do do
espaco de estado discreto, dada por

Cd(ZI — Ad)ile
Exemplo 3.2.12 Discretizar o compensador continuo dado por

S+ 1)(s+2) s+ 3s+2
C(s):2(5+ (s+2) 5 +3s +
s(s2+25+2) 8 +2s2+2s

Para este velho conhecido, de cinco outras ocasioes, agora precisariamos
encontrar, por um método qualquer, uma realizacdo. Usando, por exemplo,
o método que fornece a realizagao na forma Canonica Controlavel, teriamos

0 1 0 0
A=]0 0o 1|, B=|o|, C=[46 2]
0 -2 =2 1
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Soma de Superposicao, se o operador em questao ¢é linear: funciona bem,
mas é um método aberto, razoavelmente trabalhoso, devemos verificar
a linearidade do operador e precisamos conhecer h(k,m), a resposta ao
impulso, o que implica em ensaios de identificacao.

Soma de Convolugao, se o operador em questao é linear e invariante no
tempo: funciona bem, mas também é um método aberto, trabalhoso,
devemos verificar, além da linearidade do operador, a sua invariancia
no tempo e precisamos conhecer h(k—m), a resposta ao impulso, o que
implica em ensaios preliminares.

Funcao de transferéncia, se o operador em questao é linear e invariante
no tempo: talvez o método mais comodo, pois fornece a resposta em
forma fechada, e de maneira simples, mas requer a verificacao da li-
nearidade e da invariancia no tempo; exige o conhecimento de H(z),
que pode ser obtido a partir da resposta ao impulso, ou por meio de
resposta em freqiiéncia.

Todos estes métodos se restringem ao caso linear. Haveria algum tipo de
modelo matematico mais geral, que pudesse ser aplicado a operadores nao
lineares? Na realidade esta pergunta pode e devel ser ainda mais
abrangente: por que limitar o campo aos operadores, ou seja, aos sistemas
relaxados? como encontrar modelos que tratem do caso mais geral de siste-
mas discretos nao necessariamente relaxados?

1.6 Sistemas Discretos

Até este ponto apenas os sistema relaxados foram vistos, embora tenham
sido raramente mencionados de modo explicito, sempre se escondiam atras
dos operadores, seus dignos e eficientes modelos matemédticos. A partir de
agora cai a restri¢ao de relaxamento, e podemos nos dedicar ao caso mais
geral de condigdes iniciais nao nulas.

1.6.1 Um sistema discreto real

Nas primeiras paginas, ja remotas, usamos como exemplo de sistema discreto
uma caderneta de poupanga:
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o O o e ——  cntrada (depdsito)
o O safda (saldo)

Este é um exemplo qualitativo, onde o ponto principal é indicar a natureza
discreta do problema: as informagoes sdo importantes apenas em determina-
dos instantes do tempo (uma vez por més para este caso). A grande maioria
das aplicagoes financeiras pode ser modelada desta maneira discreta. Vamos
olhar este sistema mais de perto, para tentar compreender mais profunda-
mente o seu comportamento. Hora de colocar alguma matemaética nele.

Para organizar nosso conhecimento sobre o sistema, sejam a entrada u e
a saida y definidas por

u(k) — depésitos durante o més k y(k) — saldo ao final do més k

Note que os dep6sitos podem ser positivos (depdsitos propriamente dito)
ou negativos (saques). Como funciona este sistema? Fécil, o saldo atual é
obtido somando ao saldo anterior os depdsitos de dltimo més mais os juros:

(k) = y(k = 1)+ u(k) + 755y 1)

onde J é a taxa mensal de juros, fixada pela institui¢do. Reoganizando vem

y(k) = (1 + Tio) y(k — 1)+ u(k)

Esta relacao descreve de maneira completa o comportamento do nosso
sistema. Ela é chamada de equagao de diferengas. E exatamente este o
modelo matematico que andamos procurando para oi sistemas discretos.

1.6.2 Equagoes de diferengas

Qual é o objetivo basico do estudo de sistemas? Ser capaz de calcular as
saldas produzidas pelas entradas e pelas condigoes iniciais. Para conseguir
isto, o que exatamente devemos conhecer do sistema? que tipo de informagao
sobre ele devemos ter? como ela deve ser apresentada?

J& vimos que a resposta ao impulso pode ser uma soluc¢do, mas ela é li-
mitada. Agora temos uma resposta mais geral e abrangente: precisamos da
equagao de diferengas que governa o sistema! Conhecendo-a (e sabendo re-
solvé-la) teremos a capacidade de calcular as saidas em quaiquer condigoes. O
sistema nao precisa mais ser linear, nem invariante no tempo, nem relaxado.
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que passa a ser designado por < A, B,C,D > ou simplesmente por S. A
idéia é encontrar um sistema discreto
z(k+ 1) = Agz(k) + Bgu(k)

Su
y = Cyz(k) + Dau(k)

que passa a ser designado por < Ay, By, Cq, Dg > ou simplesmente por S; de
tal maneira que no diagrama abaixo

u(t) <1 x(t) . z(kT) = z,(k)
\_S T
~0 Vk,e(t)

7 aatky Gl )

as seqiiencias xq(k) e x,(k) = x(kT) sejam tao préximas quanto possivel
qualquer que seja a entrada continua u(t).
Os desenvolvimentos anteriores sugerem um método formal:

,
A Ay =T BeBd:/eATBdT C—Ci=C D—Dy=C
0

Qual é a “qualidade” deste método, como ele pode ser julgado? Lem-
brando os raciocinios anteriores vemos que quando u(¢) ¢ um sinal do tipo
escada teremos x4(k) = x(kT) para qualquer valor de T' e a discretizagao é
perfeital Notem que isto é valido mesmo para periodos de amostragem altos,
que violam o teorema da amostragem. A seqiiéncia z4(k) pode perder in-
formagcoes fundamentais sobre o sinal (t), mesmo que seus valores coincidam
com os de z nos instantes k7.

Entradas u(t) quaisquer sempre podem ser aproximadas por somas de
pulsos constantes e adjacentes, como ja foi visto pdginas e paginas atrds, e
assim podemos usar este método. E claro que os resultados nao serdo mais
perfeitos, pois agora o teorema da amostragem deve ser aplicado também ao
sinal u(t), ¢ a qualidade desta operagao influi na qualidade geral do método.

Um caso particular muito importante é o de entradas constantes: u(t) =
U 1(t). Elas sao casos particulares dos sinais tipo escada, e qualquer periodo
T as amostra sem erros, logo este método também tem funcionamento per-
feito para entradas em degrau.

Exemplo 3.2.11 Encontrar um discretizagao para o SLIT continuo descrito
pelas equagao dinamicas
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w(kT)----- pulso genérico do sinal escada

KT kT+T ¢

Os resultados anteriores, especificamente a expressao (3.2), podem ser
usados agora, gerando

s(kT+T) = eMa(kT) + [fOT eA"BdT] u(kT)
y(kT) = Cax(kT) + Du(kT)

Vamos supor que as seqiiéncias ug, T4 € yg resultam da amostragem ins-
tantanea (com perfodo T') dos sinais continuos u(t), z(¢) e y(t), respectiva-
mente. Isto significa que, Vk =0,1,2...

uq(k) = u(kT), zq(k) = z(kT), ya(k) = y(kT)
e que equagao acima pode ser reescrita como
walk +1) = eTay(k) + [J) e Bdr| u(k)

ya(k) = Cuaxq(k) + Dug(k)

Em resumo: quando um SLIT analdgico é alimentado por um sinal u(t)
do tipo escada a sua saida y(t) e o seu estado x(t) podem ser calculados —
exatamente — nos instantes t = kT por meio da equagao dinamica discreta
acima. Para outros valores de t este cdlculo exato pode nao ser tao simples.

Uma pergunta natural surge: conhecendo a solugao x4 da equacao discreta
acima conheceremos z(kT') para k = 0,1,2... mas seria isto suficiente para
conhecermos z(t) VI'? A resposta ¢ dada pelo teorema da Amostragem, ¢
depende do valor de T, como bem lembramos. Mas algo independe deste
periodo de amostragem: mesmo quando 7" viola os requisitos da amostragem
segura, os valores da seqliéncia z4 sempre coincidirdao exatamente com as
amostras de x(t) nos instantes k7.

A discretizagao de sistemas descritos por equagdo dinamicas segue os
mesmos principios bésicos anteriores. Seja entao o sistema analégico

#(t) = Ax(t) + Bu(t)
S
y(t) = Ca(t) + Du(t)
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As equagoes a diferengas representam, no campo discreto, o mesmo papel
representado no campo continuo pelas equagoes diferenciais. As equagoes (a
diferengas ou diferenciais) sao a melhor e mais completa maneira de expressar
o conhecimento que se tem de um dado sistema. Elas devem ser utilizadas
sempre que possivel.

A forma geral de uma equagao a diferengas de ordem n é

y(k) =f (y(k —1),...,y(k —n),u(k),... )u(k - n)rk)

Este é o chamado formato atrasado das equagoes a diferengas, porque
o valor “atual” das grandezas, associado ao instante k, depende dos valores
anteriores k — 1,... k —n. Para que haja uma solugao unica para a relacao
acima precisaremos das condigoes iniciais: y(—1),y(—2)... y(—n).

Estaremos interessados apenas em um caso particular, as equagoes a di-
ferengas lineares e invariantes no tempo — EDLITs. A forma geral de um
equacao de diferencas de ordem n (no formato atrasado) é

y(k) = —awy(k—1) —ay(k —2) —--- —ayy(k —n)
+bou(k) + byu(k — 1) + -+ + byu(k —n)

E comum apresentar esta expressao, bem como as condigoes iniciais ne-
cessérias, ap6s um reordenamento:

y(k) +ary(k — 1)+ -+ ayy(k —n) = bou(k) + -+ byu(k —n)

Para analisar a solucao destas equagoes retomemos o exemplo da cader-
neta de poupangas, com depésitos mensais de 50 unidades; isto significa que
u(k) = 50 1(k). Supondo que as taxas de juros mensais sao de J = 0,33%,
o dinheiro varia de acordo com a equagao

y(k) = 1,0033y(k — 1) + 50 1(k)

Solugao iterativa das EDLITs

uma solugao passo a passo, em forma aberta. Escrevemos a equagio base
E I§ , f berta. E b
para valores sucessivos de k, a partir de 0. A primeira etapa é

y(0) = 1,0033y(—1) + 50
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Qual ¢é o significado de y(—1)? E o saldo no més —1, mas o que quer
dizer isto? Suponha que o titular da conta recebeu um presente de seu
pai, 500 “mangos”, ¢ resolveu empregé-los como o depdsito inicial (algumas
instituigoes exigem um depdsito inicial): y(—1) = 500. E légico que se
considerdssemos y(—1) = 0 e embutissemos os 500 no primeiro depésito
u(1) = 500 + 50 — as coisas permaneceriam inalteradas. !

De qualquer modo, para resolver a equacgao precisamos conhecer y(—1),
a condigao inicial. Usando y(—1) = 500 teremos

y(0) = 551,65
y(1) = 1,0033y(0) + 50 = 603,47
y(2) = 1,0033y(1) + 50 = 655,46

Funciona, claro, mas é magante e demorado, pois se trata de uma solu¢ao
em forma aberta. Trabalho tipico para computadores.

Solugao das EDLITSs por transformada Z

Usando a transformada Z e suas propriedades temos

Z{y(k)} = 1,0033Z{y(k — 1)} + 50Z{1(k)}

z

Y (2) =1,0033 (= 7'Y (2) + y(~1)) + 50 |

(1-1,0083:"") Y(2) = 1,0083y(~1) + 50

50z
Y(z) = (501,65 + ——
@) < 00+ z— 1)

1
1-1,0033z"1

z(z—0,91)

— K55 4
Y(2) =55L65 5T 00sg)

1H4 ainda uma outra maneira de encarar y(—1): supondo que k = 0 foi escolhido para
representar um meés qualquer, nao necessariamente o més de abertura da conta, entao
y(—1) representa o saldo no meés anterior.
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u(t) = u(ty) para to<t<ty+T

Aplicando a féormula (3.1) para t = {o teremos, trivialmente, z(t) = x(to);
para t =ty + T somos levados a

I t e
a(ty +T) = e Ta(ty) + [/t eAlto+? ’OBd{] u(to)
Jto
A mudanga de varidveis 7 =ty + T — £ acarrreta
o 0
z(to+T) = e Ta(ty) — [/ eATBdT] u(tp)
Jr

ou, finalmente, a
T
a(to +T) = e Ta(ty) + {/ cATBdT] u(to) (3.2)
0

Esta equagao nos diz que o valor do estado x no final do intervalo (para
t =ty + T') pode ser obtido de maneira simples e linear a partir dos valores
iniciais (para t = t) do estado e da entrada.

Vejamos agora o efeito de uma entrada constante por partes, também
chamada de constante por periodos ou do tipo escada; sdo somas de pulsos
constantes, adjacentes e de mesma largura:

u(t)

—
| |
| —
— I I
| | | —
| | — | |
I I I | | I
| | | [ —] |
L L

T 27 3T AT 5T 6I 7T ¢

Quando um sinal analégico como este é aplicado a um SLIT continuo
o cdlculo de sua saida y(t) e de seu estado x(¢) nos instantes ¢ = kT para
k=0,1,2... pode ser feito com muita facilidade, o que provavelmente nao
¢ verdadeiro para outros valores de ¢t. Para entender isto consideremos um
pulso genérico do sinal acima:
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A partir desta tabela perceberiamos que periodos de amostragem muito
baizos (T — 0) continuam com a tendéncia de levar pdlos e zeros ao ponto
+1, donde
(z=1)(z—-1) 1

— & K
(z—=1)(22—22+41) AP

Jim Ca(2) = Kq

Este caso ainda tem pouco interesse pratico, pois o ganho K4 também se
aprozima de zero.

Para periodos de amostragem muito grandes alguns métodos podem ser
prgsos, por levarem pdlos e/ou zeros da regido analdgica “estdvel” para fora
do disco unitdrio. Os leitores, mais uma vez, sio convidados a pensar no que
acontece para este caso.

Para entradas em degrau unitdrio este método tem um comportamento
perfeito, pelo simples motivo de ter sido criado exatamente para isso!

Exemplo 3.2.10 Usando o método da equivaléncia ao degrau encontrar o
substituto discreto para o compensador analdgico C(s) = 1/(s>+3s*+3s+1).

3.2.6 Discretizacao no Espago de Estados
Quando o compensador analégico é descrito por equagoes dinamicas pode-se
pensar em achar a C'(s) correspondente e aplicar um dos métodos anteriores,
mas existe um método que trabalha diretamente com os parametros do espago
de estados. Antes de descreveé-lo, relembremos alguns fatos basicos. Seja um
SLIT continuo descrito por

#(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Ca(t) + Du(t)

Diz a teoria que para conhecer z(t), o valor do estado x no instante
t, precisamos conhecer z(tg) e u(t) para t € [ty t]; usarfamos a conhecida
férmula

#(t) = A0 (ty) + [ " A9 By()de (3.1)
b

Consideremos como entrada o seguinte pulso constante de largura 7'
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y(k) = —15045 1(k) + 15596, 65 (1,0033)F
A forma fechada procurada: maneira comoda e rdpida de encontrar os
valores da saida para instantes genéricos.
Funcao de Transferéncia a partir das EDLITs

Supondo CIs nulas na forma geral das EDLITs, ou seja: y(—1) = y(—2) =
...=y(—n) = 0 podemos achar as transformadas:

Y(2)+ a2 Y (2) 4+ a2 Y (2) = boU(2) + b1z U(2) +- - -+ 0,2 "U(2)
ou entao
A+az + Faz™Y(2)= (b + bz + -+ +bz2 ) U(2)

Finalmente:

Cbg bzt b

Y(z) =
(2) T+aiz' 4+ +a,z

U(z)

Equagoes a Diferencas Equivalentes

Seja a equagao na forma atrasada

y(k) +ary(k — 1)+ -+ +any(k —n) =bou(k) + -+ + byu(k —n)
y(=1) =1, y(=2) =0z, ... y(-n)=ay

Esta equagao pode ser encarada como uma ferramenta para se obter uma

seqiiéncia de saida {y} a partir do conhecimento de uma seqiiéncia de entrada

{u} e das CIs. No particular caso de Cls nulas a resolugao da equagao por
meio da transformada Z levaria, conforma jé vimos, a

bot bzt bz
Cl4azl e Hagzt

Y(z) = H(2)U(z) onde H(z)
Mudando as escalas de tempo tanto de {y} como de {u} é razodvel esperar
que tudo permanega inalterado. Bem, por que “esperar” que nada se altere?

Vamos fazer a mudanga e verificar o que acontece. Sejam entao {w} e {v}
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as seqiiéncias obtidas ao se deslocar {y} e {u}, respectivamente, n instantes
para a direita:

{v} — Quly}={w} — wk)=yk-n)
{u} — Qu{u}={v} — vk)=ulk—n)

E imediato perceber que a relagao entre estas duas novas seqiiéncias é

w(k+n)+awk+n—1)+-- +a,w(k) =byv(k+n)+--- +byu(k)
win—1)=a;, wn—2)=ay, ... w0)=a,

Esta equagao é chamada de equagao de ordem n no formato adian-
tado, por motivos 6bvios. Percebemos que as condigoes iniciais que aconte-
ciam em instantes negativos para k passam a acontecer agora em instantes
positivos: w(0);w(1);... w(m —1).

Achando as transformadas z e supondo Cls nulas:

2"W(2) +arz" W (2) + -0+ a,W(z) = bpz"V(2) + - +b,V(2)

donde

Do + -+ + by
a2 e Fay

W(z)=G(2)V(z) onde G(z)=

Multiplicando numerador e denominador por z~" concluimos que G(z) =
H(z), logo as duas formas sao indistintas, pelo menos no que concerne a
funcao de transferéncia. A forma avangada apresenta um ponto interessante,
suas condigoes iniciais w(0), w(1),... w(n—1) acontecem em valores positivos
de k, o que é mais natural para sinais unilaterais, e permitem evitar o que
acontece no caso atrasado, onde temos y(—1),y(—2),... y(—m), ou seja,
valores de y em instantes k < 0.

A forma atrasada é normalmente usada em filtros digitais, ao passo que
a forma avangada ¢ usada no espago de estados e em controle digital.

Exemplo 1.6.1 Para a caderneta de poupanga podemos considerar o meés
atual como k+ 1 e escrever

y(k+1) =1,0033y(k) + u(k)

O cdlculo de y, iterativo ou por transformada Z, se faria de modo andlogo
ao anterior.
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U(s) =2

# +3+2 % s u(t) = [1 42t — Ve tsen (¢ + 7 /4)]1(1)

Amostrando u(t) temos
a(k) = w(kT) =1+ 2Tk — vV2e ™ sen (Tk + 7 /4)

cuja transformada Z pode ser obtida, com auzilio de tabelas, por exemplo,
resultando em

z z z+ e T(senT — cosT)
Az) = 2T -
(2) z—1 + (z—1)2 Zz2 —2e TcosT z+e 2T
donde
z—1 1 z+e T(senT — cosT)
Cy(z) = Az)=142T—— — (2 —1 - —
a(2) (2) + 21 (2 >22 — 2 TcosT z + 21

O desenvolvimento desta expressao levaria a

K (z —21)(z — 2)
Nz=1)(z2—2eTcosT z + e 2T)

C,](Z) =

onde os zeros z 5 sao fungoes complicadas de T e o ganho discreto Ky € dado
por
Ki=1+2T—¢"(senT +cosT)

A fungao Cy(z) tem apenas dois zeros, e¢ o pdlo analdgico na origem
continua sendo mapeado no pdlo discreto +1, independentemente do periodo
de amostragem (como nos casos anteriores). Os leitores sio convidados a
ezaminar |p1s|, ou seja, o médulo dos outros pdlos, para valores positivos de
T, para verificar se este método preserva, pelo menos para este exemplo, a
estabilidade. Apresentamos abaizo um quadro com os resultados para alguns
valores de T':

T Ky | zero # 1| zero #2 pdlo pdlos complezos
8.00 || 16.9997 0.0591 | —0.0004 | 1.0000 | —0.000 =+ j0.0003
4.00 || 9.0258 0.0872 | 0.0054 | 1.0000 | —0.0123 4 j0.0144
2.00 || 4.9333 0.1903 | —0.1324 | 1.0000 | —0.0561 + j0.1233
1.00 | 2.4917 0.3925 | 0.0251 | 1.0000 | 0.1997 + j0.3105
0.50 || 1.1769 0.6124 | 0.3350 | 1.0000 | 0.5323 4+ j0.2910
0.10 || 0.2093 0.9049 | 0.8182| 1.0000 | 0.9001 =+ 50.0905
0.05 || 0.1024 0.9512 | 0.9048 | 1.0000 | 0.9506 £ j0.0485
0.01 || 0.0201 0.9900 | 0.9802 | 1.0000 | 0.9900 =+ j0.0902
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i BTG IF

O excesso de polos de Cy(z) € zero, pois também este método trapezoi-
dal adiciona zeros no compensador discreto mesmo quando ndo hd zeros no
analégico! E assim aqueles atrasos desagraddveis de métodos anteriores po-
dem ser evitados.

3.2.5 Msétodo da Equivaléncia ao Degrau

Uma boa maneira para verificar a qualidade dos métodos apresentados até
agora ¢é testd-los para entradas padronizadas: acionamos C(s) e Cy(z) com
entradas de teste e comparamos a seqiiéncia de saida do compensador discreto
com a amostragem do sinal de saida do analégico. Em todos os exemplos
anteriores fizemos uso desse expediente, ao comparar os desempenhos para
entradas em degrau, e isso nos ajudou a julgar os méritos dos métodos.

A idéia basica do presente algoritmo é impor a igualdade das respostas
ao degrau analdgica e discreta. A ele, pois, e para comegar, repetimos uma
figura bésica:

e(t) ol u(t) . u(kT) = a(k)

1“0 7 )
! ~0 Vk,e(t)
e(kT) -l
T Cal2) Frtlery= d(k)
Para entrada em degrau unitdrio temos U(s) = C(s)E(s) = C(s)/s,

donde
u(t)=L"{U(s)} donde a(k)=u(kT) donde A(z)=Z{a(k)}
A amostragem de e(t) é um degrau discreto, logo D(z) = Cy(2)z/(z — 1)
¢ como queremos d(k) = a(k):

z—

Calz) = =L 2 {a(h)}

z
A explicacao é simples e direta, termina aqui; para julgar a facilidade de
aplicagao, exemplos.

Exemplo 3.2.9 Encontrar o substituto discreto para o compensador analo-
gico C(s) = (25> 4+ 65 +4)/(s® + 2s® + 2s). A resposta ao degrau para este
sistema jd foi calculada anteriormente:
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1.6.3 Equacgoes Dinamicas Discretas

O conceito de estado, com todas as suas vantagens, também pode (e deve!)
ser definido para os sistemas discretos. A teoria é perfeitamente andloga e
leva as seguintes equagoes para um sistema discreto linear e causal:

z(k+1) = A(k)z(k)+ B(k)u(k)
Zﬁ% = %@ﬂ@+DWMM
(Ko = T

onde z(k) € IR™ é um vetor com n componentes, as matrizes tem dimensoes
compativeis, etc. Se o nosso sistema for ainda invariante no tempo:

x(k+1) = Ax(k)+ Bu(k)
y((k)) = Cux(k)+ Du(k)
x(ko = 29

Temos agora equagoes a diferengas e nao diferenciais. A “dinamicidade” estd
implicita apenas em x(k + 1), quando antes estava na derivada &, que media
as tendéncias do sistema. No caso discreto z(k + 1) representa esse papel,
mostrando como calcular o proximo estado.

A obtengao das equagbes dinamicas para um sistema descrito por equa-
¢oes a diferengas pode ser ilustrada por um exemplo:

y(k+3) = 3y(k+2) +3y(k+ 1) — y(k) = u(k)
y(0) = a;y(1) = Biy(2) =~
Como a ordem da equacao é 3 devemos escolher 3 varidveis auxiliares;

uma possivel escolha seria zq (k) = y(k), xo(k) = y(k+1) e z3(k) = y(k+2),
que levaria a
z1(k+1) =y(k+ 1) = 22(k)
o(k + 1) = y(k +2) = 23(k)
x3(k + 1) = y(k + 3) = x1(k) — 3wa(k) + 3w3(k) + u(k)

Usando notagao matricial chegamos a

1 (k+1) 0 10 x1(k) 0
zo(k+2) | =10 01 zo(k) |+ 0 | u(k)
w3(k+1) 1 -3 3 x3(k) 1

Chamando de z(k) o vetor acima com componentes x;(k) podemos iden-
tificar as matrizes A e B e escrever
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w(k+1) = Ax(k)+ Bu(k)

y(k) = Cua(k)
z(0) = m
onde a matriz é obtida lembrando que y(k) = z1(k), ousejaC'=[1 0 0] e

ro=[a B v]'.

Em uma comparagao com o caso continuo associarfamos x(k + 1) a de-
rivada 2(¢) o que nos permite notar o importante papel desempenhado pela
forma avangada das equagoes a diferengas: elas permitem uma interpretagao
suave do espaco de estados no caso discreto.

Lembremos ainda o conceito de estado: o conhecimento dos valores atuais
do estado e da entrada — z(k) e u(k) — permite calcular o valor futuro do
estado z(k+1). A forma avancada deixa bem clara essa idéia de valor futuro.

A solugao para as equagoes dinamicas ¢ obtida mais facilmente do que
no caso continuo. Vejamos, para comecar, a REN; para isso consideremos a
equagao homogénea:

z(k+1) = Ax(k)
y(k) = Cx(k)
z(0) = x

Usando a expressao bésica x(k + 1) = Az (k) repetidas vezes para k =
—1,0,1,2,... encontrariamos

z(0) = xo

z(1) = Az(0) = Az
z(2) = Az(l) = A%z
2(3) = Az(2) = A3y

Para o instante genérico k teremos
z(k) = AFxg e para a saida y(k) = CAkz,

que caracterizam a Resposta a entrada nula. Para a REZ, seja o sistema
relaxado

x(k+1) = Ax(k)+ Bu(k)
y(k) = Cx(k)
z(0) = zg=0

Para periodos de amostragem muito grandes alguns métodos podem ser pe-
rigosos, por levarem pdlos e/ou zeros da regiao analdgica “estdvel” para fora
do disco unitdrio. Assim como o anterior, este método — no que diz respeito
a esse aspecto — € sequro. E os leitores, mais uma vez, sio convidados a
pensar em uma demonstragao formal para este fato.

Para entrada em degrau unitdrio jd vimos que a saida em regime é u,(t) =
(1+2t)1(t). Amostrando esta rampa temos a seqiiéncia de saida “analdgica”:
a(k) = u, (kKT) = (1 +2Tk)1(k).

Acionando o substituto discreto com um degrau unitdrio temos

0(z) = Kd(z +1)(z—2z1)(z—2) =z
-1 G-p)-—p)z-1

donde tiramos

U(z) . (z+1D)(z—2)(z—2)
P PV CEr S CES)

Ezxpandindo em fragoes parciais vem

U(z) a as by by
=K
z d<2—1+(z—1)2+z—p1+z—p2>

Os coeficientes by e by representam oscilagoes transitdrias, com amplitu-
des que decrescem, e assim, apenas os coeficientes ay € as nos interessam. A
solu¢ao em regime seria entao

ﬁ(z):Kd<a1Z_1+a2m>

que fornece a seqiéncia de saida discreta d(k) = u(kT):

d(k) = Kalay + ask)1(k) = Kqay (1 + %k) 1(k)

Os leitores sao insistentemente convidados (mais uma vez!) a calcular os
coeficientes a; e ay para comparar as seqiéncias d(k) e a(k). Este método
propicia uma resposta ao degrau sem erros?

Exemplo 3.2.8 Encontrar o substituto discreto para o compensador anald-
gico C(s) = 1/(s*+3s® +3s + 1).

1
Ciz) = C ey =
a(2) )| D S 4352 +3s+ 1 s=2(-1)

TG:-1)




Exemplo 3.2.7 Encontrar o substituto discreto para o compensador anald-
gico C(s) = (2s*+6s+4)/(s*+2s?+2s). Aplicando a férmula de conversio:

s2+3s+2
C =C ) =2———
d(z) (S)‘S:’?'((z+ll>) 8(52 + 25 + 2) _2(:-1)
SETGET)
— T24+37+2
Ka = TTJ'zTiz
5 = 2I
Nz — _ 24T
— K, (z+1)(z—21)(z — 22) onde
(z=1)(z=p)(z —p2) by = LT
2 4T
; _ 2-T2 s 2T
P2 = piarn Tt

A fungio Cy(z) tem novamente trés zeros, um deles sempre em —1 e
0s outros como acima. E interessante notar que, para T > 0 (a regidgo de
interesse) temos |z15] < 1 ou seja, estes zeros estio dentro do disco unitdrio.
O pdlo analdgico na origem continua sendo mapeado no polo discreto +1
independentemente do periodo de amostragem (como nos casos anteriores)
e os outros pélos como acima. Também aqui temos |p1o| < 1 para valores
positivos de T ou seja, este método preserva, pelo menos para este exemplo, a
estabilidade. Apresentamos abaizo um quadro com os resultados para alguns
valores de T':

‘ T zero | zero # 1| zero #2 | pdlo polos complezos
8.00 || —1.00 | —0.6000 | —0.7778 | 1.00 | —0.7561 £ 50.1951
4.00 || —1.00 | —0.3333 | —0.6000 | 1.00 | —0.5385 £ 50.3077
2.00 || —1.00 | 0.0000 | —0.3333 | 1.00 | —0.2000 + j0.4000
1.00 || =1.00 | 0.3333 | 0.0000 | 1.00 | 0.2000 = 50.4000
0.50 || =1.00 | 0.6000 | 0.3333 | 1.00 | 0.5385 £ 5j0.3077
0.10 || —1.00 |  0.9048 | 0.8182|1.00 | 0.9005 =+ 50.0905
0.05 | —1.00 |  0.9512| 0.9048 | 1.00 | 0.9501 £ 50.0476
0.01 | —1.00| 0.9901| 0.9802|1.00| 0.9900 =+ 50.0099

Fazendo T — 0 perceberiamos que periodos de amostragem muito baixos
continuam com a tendéncia de levar polos e zeros ao ponto +1, apenas agora
hd um zero fixo, donde

(z+1)(*-2241) 241
-D(Z-22+1) ‘-1

Jim Ca(z) = Ka

Este caso ainda tem pouco interesse pratico, pois o ganho K4 também se
aprozima de zero.
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Usando a expressao bésica x(k+1) = Az(k)+ Bu(k) repetidas vezes para
k= —1,0,1,2,... percebemos como a solugao para as equagoes dinamicas
neste caso discreto pode ser obtida mais facilmente do que no caso continuo.
Vejamos:

z(0) = 0

(1) = Bu(0)

2(2) = ABu(0)+ Bu(1)

z(3) = A2Bu(0) + ABu(1) + Bu(2)

(k) = AR Bu(0) + -+ + ABu(k — 2) + Bu(k — 1)

Para o instante genérico k teremos

k=1 k—1
w(k) =Y AR By () e para a saida y(k) = C > A¥ 1T Bu(j)
Jj=0 =0

Como a solugao completa é a soma da REZ e da REN teremos

k—1
x(k) = AF2(0) + 3 A* 179 Bu(j)

Jj=0

e para a saida

k-1
y(k) = CAF2(0) + C > A*'I Bu(j)

=0

A facilidade com que se deduz estas expressoes deve ser apontada; no
caso continuo a tarefa correspondente era bem mais intrincada, lembram?

Estas expressoes, embora importantes, sdo expressoes em forma aberta,
ou seja, empregando-as para obter a solu¢ao normalmente se encontra séries
dificeis de exprimir em forma fechada, séries onde o computo manual de A*
se revela uma tarefa longa e/ou entediante. Isto faz com que sua utilidade
prética, principalmente para o calculo das solugdes em instantes elevados de
k, dependa da disponibilidade de recursos computacionais. Para obter uma
solugao em forma fechada, que possa ser aplicada indistintamente a quaisquer
valores de k, o remédio é, novamente, o emprego das transformadas em z.
Usando-as na equagao dinamica de estado:

2X(z) — z2(0) = AX(2) + BU(z)
2X(z) — AX(z) = BU(z) + zxz(0)
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X(2) = (2] — A7V [BU(2) + 22(0)]
Entrando agora com a equagdo para a saida y vem
Y (2) = C(2I — A)7'BU(2) + Cz(21 — A) 'y

Esta é uma expressao em forma fechada que permite a obtencao da
seqiiéncia y a partir da seqiiéncia u e das Cls. No caso relaxado, quando
o = 0, teremos

Y (2) = C(21 — A)"'BU(2)

expressao esta que nos ensina a calcular a matriz de transferancia discreta
de um sistema discreto descrito por suas equagbes dinamicas.

H(2)=C(zI - A)™'B
Exemplo 1.6.2 Para o sistema discreto abaizo calcular y(217) quando a
entrada € um degrau unitdrio.
01 0
x(k+1)= 11 (k) + 1 u(k);  ylk)=[1 1]z(k)
A aplicagao das formulas abertas gera
. 216 .
2(217) = Ay + 37 AP Bugj)
j=0
Supondo Cls nulas a expressio para y fica
26
y(217) = C' Y AR Buyy)
j=0

Destrinchar isto a mao livre, sem qualquer apoio de bitsébytes domesti-
cados € desencorajador ... A fun¢do de transferéncia, nossa salvagao, €

PRRTREAEN o (A ERR 1)

Conhecendo a transformada de u chegamos a

z+1 z
22—z—-1 z—1

A partir deste ponto o caminho € suave, como vocés certamente verifi-
cardo.
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Exemplo 3.2.6 Encontrar o substituto discreto para o compensador anald-
gico C(s) = 1/(s*+3s* +3s +1).

1
Cal?) = CO)li=s = Fgm 3,11 -

T

1
(1/T323) (2 — 1)3 + (3/T222) (2 = 1)2+ (3/T2)(z — 1) + 1
75,3
Tz 1P+ 3T2(z — 1)2+3T222(z — 1) + 1323

Se a entrada e(t) do compensador analdgico for um degrau unitdrio 1(t)
sua saida u(t) serd u(t) = [1—(1+t+0.5t)e~"|1(t), como visto anteriormente.
Trata-se de um sinal limitado, que tende para um valor de regime dado por
u, = 1 apds os transitorios. Amostrando e(t) e entrando com esta seqiiéncia
no compensador discreto temos

T323 z
(z—=1)3+3T2(z—1)2+37222(z — 1) + 7323 2 —1

Ulz) =
Aplicando o teorema do valor final podemos encontrar o valor de regime
da seqiiéncia associada:

Cant, Vg

0, = lim
z—1 z
como deveria mesmo, sem depender de T. Para estudar o transitorio basta
notar que o excesso de polos de Cy(z) € zero, por obra e graga deste método
retangular avangado, que adicionou zeros mno compensador discreto mesmo
que zeros nao houvesse no analdgico! E assim aqueles atrasos desagraddveis
dos métodos anteriores foram evitados.

3.2.4 Método Trapezoidal: Newton-Raphson

O método anterior apresentou vantagens sobre o segundo, que ji era me-
lhor do que o primeiro, serd que podemos esperar métodos cada vez me-
lhores? Trabalhemos agora com o algoritmo numérico de integragao tra-
pezoidal, chamado de Newton-Raphson e representado pela férmula s «
2(z—1)/(T(z+1)). O compensador discreto seria entao

Ca(z) = O(s)] _2e—n

SETGEFD

Refazendo os exemplos anteriores:
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Fazendo T — 0 perceberiamos que periodos de amostragem muito bairos
continuam com a tendéncia de levar pélos e zeros ao ponto +1, apenas agora
hd um zero fizo, donde

Jim Ca(z) = Kgz(2? - 2z+1) - Kqz

-0 (z=1)(22=224+1) z-1
Este caso ainda tem pouco interesse pratico, pois o ganho Ky também se
aprozima de zero.

Para periodos de amostragem muito grandes o método anterior era peri-
goso, pois podia levar pdlos e/ou zeros da regiao analdgica “estdvel” para fora
do disco unitario. Isto ndo acontece neste exemplo, e nem em qualquer outro:
este método — no que diz respeito a esse aspecto — € sequro. Os leitores sao
convidados a pensar em wma demonstragdo formal para este fato.

Analisemos o comportamento da discretizagio quando a entrada é um
degrau. Jd vimos que, em regime, quando a amplitude das oscilagoes amor-
tecidas for desprezivel, teremos u,(t) = (1+ 2t)1(t). Amostrando esta rampa
temos a seqiéncia de saida “analdgica”: a(k) = u.(KT) = (1 + 2Tk)1(k).

Acionando o substituto discreto com um degrau unitdrio temos U(z) =
1437 +2T% = =1+ T) Y- (1+27)7" z
1427 4+2122—1[z— 14+ T+ 7)Yz —(1+T—jT) )21
donde tiramos
U(z) 2z = 1+ 1) Y[z = (1+27)7Y]
== A+ T+0) N~ 1+ T — jT)1]
que pode ser expandida em fragoes parciais, resultando
a @ b b
Ka <Tj1 T 721)2 MG +7i+jT)*1 tioa +737jT)*1)
Os coeficientes by e by representam oscilagoes transitdrias, com amplitu-

des que decrescem, e assim, apenas os coeficientes ay e ay nos interessam. A
solugao em regime seria entao

2T

_ z z
U(z) =K, — —
(2) d((l1271+(12(271)2)
que fornece a seqiiéncia de saida discreta d(k) = w(kT):
(k) = Kqay + ask)1(k) = Kaay (1 + @k> 1(k)
ay
Os leitores sao insistentemente convidados a calcular os coeficientes ay
e ay para comparar as seqiéncias d(k) e a(k). Este método propicia uma
resposta ao degrau sem erros?
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Vimos assim que os sistema continuos e discretos sao estruturalmente
muito semelhantes. Ambos podem ser representados por uma quadrupla
de matrizes < A, B,C,D > de dimensoes compativeis. A partir delas a
passagem para uma descrigdo externa é feita da mesma maneira:

£ =s — caso continuo
G)=CEI—-A)"'B+D

=2z — caso discreto

O estado incial, no caso discreto, vem multiplacado por z, sendo esta uma
diferenga com relac¢ao ao caso continuo, mas o estudo dos dois campos segue
sempre paralelo: tudo que acontece em um encontrard eco equivalente no
outro.

Como a descri¢do interna é a mais poderosa percebemos, com um pou-
quinho de abstragao, que os conceitos de “continuo” e “discreto” perdem
um pouco o significado. Basta conhecermos as matrizes A, B,C e D e po-
deremos estudar todas as possiveis propriedades que as interligam sem nos
preocuparmos com a natureza dos sistemas sob consideracao.

1.7 Realizacgoes

Qualquer diagrama de blocos que represente uma fungao de transferéncia
H (z) serd chamado de realizagdo. H& vdrias possiveis maneiras de se rea-
lizar uma dada H(z). Na realidade hd infinitas maneiras, vejamos algumas
delas.

Exemplo 1.7.1 Para H(z) = 1/(z*+ z + 1), lembrando a expressio bdsica
Y(2) = H(2)U(2) temos (22 + z + 1)Y(2) = U(2). A partir daqui é facil
escrever uma equagdo a diferencas:

y(k+2) +y(k+1) +y(k) = u(k)
y(0) =y(1) =0
Para encontrar uma equagao dinamica podemos escolher as sequintes va-
ridveis de estado:
z1(k) = y(k) — z(k+1)=ylk+1) =x2(k)
2o(k) =y(k+1) — x(k+1)=y(k+2)=—u(k) — z2(k) + u(k)
Ao invés de exprimir estas equacoes em forma matricial lembremos que o

operador 2= atrasa de uma unidade as seqiiéncias que o alimentam. Assim,
se a seqiéncia x;(k + 1) for a entrada de wm destes blocos, a saida serd
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z;(k). Fica fdcil perceber que as expressoes acima podem ser visualizadas
pelo diagrama

Este diagrama pode ser refeito:

u(k) :L'g(k+1)m zo(k) . x1(k) &
= z z y(k)

Chegamos a esta realizagao por meio de uma representagao de estados
para a equagao a diferengas. Poder-se-ia demonstrar que a toda realizagao
sempre se pode associar uma equagao dinamica, mas isto foge ao escopo deste
texto. Em outras palavras, dada uma H(z) se conseguirmos representéd-la por
meio de uma equagao dinamica caracterizada pelas matrizes < A, B,C, D >
teremos daqui um diagrama de blocos, ou seja, uma realizagao.

Exemplo 1.7.2 Seja H(z) = (22 + 32 +2)/(2* — 22/2 — 2/2). A equagdo a
diferencas associada €
y(k+3) = y(k +2) — y(k + 1) = u(k +2) + 3u(k + 1) + 2u(k)
y(0) =y(1) =0
Para encontrar uma equagao dinamica podemos escolher as sequintes va-

ridveis de estado:

wi(k) = y(k)
wo(k) = y(k + 1) + ayu(k)
x3(k) = y(k+2) + aqu(k + 1) + awu(k)

onde os valores de oy e an seriam calculados de modo a eliminar os termos
w(k +1 e u(k+2) das expressoes dos x;(k + 1). O resultado final seria
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- . oz—1 T8 z

Uy = lim —— — =1
=1z (=13 43T7(z—1)243T%(2—-1)+1% 2 —1

como deveria mesmo, sem depender de T. Para estudar o transitorio basta
notar que o excesso de pdlos de Cy(z) € 3, como no exemplo anterior, e o0s
problemas de atrasos ainda estarao presentes . ..

3.2.3 Métodos Retangulares: Euler avangado

O método anterior j& apresentou vantagens sobre o primeiro, vejamos agora o
método baseado no outro algoritmo numérico de integragao, chamado de Eu-
ler avangado e representado pela férmula s «» (z —1)/(7'z). O compensador
discreto seria entao

Calz) = C(5)] s

S=T

Refazendo os exemplos anteriores:
Exemplo 3.2.5 Encontrar o substituto discreto para o compensador anald-
gico C(s) = (2% +6s+4)/(s*+2s*+2s). Aplicando a férmula de conversio:

s2+3s+2
s(s2+2s+2)

(1/T%2%)(z = 1) + (3/Tz)(z — 1) + 2
(1/T323)(z — 1)3 4 (2/T22%) (2 — 1)2 + (2/T2) (2 — 1)
3T +21? —(14+T) = (1+27)7"
LT 42T e — 1 [ — (L+ T +T) Y[z — (L+T — §T)7Y)

A fungao Cq(z) tem agora trés zeros, um deles sempre na origem e 0s
outros em (1+T)~! e (1+2T)L, o pdlo analdgico na origem continua sendo
mapeado no pdlo discreto +1 independentemente do periodo de amostragem
(como nos casos anteriores) e os outros pdlos em (1 +T & jT)~L. Apresen-
tamos abaizo um quadro com os resultados para alguns valores de T':

‘ T || zero | zero # 1| zero #2| pdlo | pdlos complexos
8.00 || 0.00 0.1111 | 0.0588 0.0621 + 50.0552
4.00 {| 0.00 0.2000 | 0.1111 0.1220 + 50.0976
2.00 || 0.00 0.3333 | 0.2000 0.2308 + j0.1538
1.00 || 0.00 0.5000 | 0.3333 0.4000 + 50.2000
0.50 || 0.00 0.6667 | 0.5000 0.6000 + 50.2000
0.10 || 0.00 0.9091 | 0.8333 0.9016 + 50.0820
0.05 || 0.00 0.9524 | 0.9091 0.9502 + j0.0452
0.01 || 0.00 0.9901 | 0.9804 0.9900 + 50.0098

i e e
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Quando o periodo de amostragem T € escolhido de modo a preservar a
“estabilidade” dos pdlos (leitores, descubram a condi¢ao, para os dados deste
exemplo) os coeficientes by e by estardo associados a oscilagoes transitorias,
com amplitudes que decrescem, e assim, apenas os coeficientes aj e ay nos
interessam. A solug¢do em regime seria entao

- z z
=2T — —
U(z) <a1Z71+a2(271)2>
que fornece a seqiiéncia de saida discreta d(k) = w(kT):
d(k) = 2T (ay + ask)1(k) = 2Ta, (1 n %k) 1(k)
1

O cdlculo dos coeficientes fornece ay = 1/(2T) e ay = 1 dando origem a

d(k) = QT% (1 + ﬁk) 1(k) = (1 + 2Tk)L(k) = a(k)

Este método propicia uma resposta ao degrau sem erros. Lembrando a
visualizagao geométrica deste método de Euler atrasado percebemos o porque
disto: para entrada constantes o erro da aproximagao € nulo.

Exemplo 3.2.4 Encontrar o substituto discreto para o compensador analo-
gico C(s) =1/(s* +3s* +3s+ 1).

1
C(2) = C)le=te-) = 32 13551 e
-~ 1
(1/13) (= = 1)3 + (3/T?) (2 — 1)2+ (3/T) (2 — 1) + 1
T3

T (2= 13 43T(2—1)2+372(2 — 1) + T3
Se a entrada e(t) do compensador analdgico for um degrau unitdrio 1(t)
sua saida u(t) serd u(t) = [1—(1+t+0.5¢*)e"|L(t), como visto anteriormente.
Trata-se de um sinal limitado, que tende para um valor de regime dado por
u, =1 apds os transitorios. Amostrando e(t) e entrando com esta seqiiéncia
no compensador discreto temos

U(z) = T _F
S AT — 1)+ 32— 1)+ TP 2 — 1

Aplicando o teorema do valor final podemos encontrar o valor de regime
da seqiiéncia associada:
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zi(k+1) = 22(k) + u(k)
wo(k + 1) = w3(k) + (7/2) u(k)
rath 1) = (1/2) 2(8) 4 (172) 25(k) + (17/4) u(k)

Lembrando que y(k) = (k) podemos estabelecer o diagrama

Exemplo 1.7.3 Seja H(z) = (22 + 32+ 2)/(2* — 22/2 — 2/2), a mesma do
caso anterior. Fatorando o numerador e o denominador e expandindo em
fragoes parciais temos

(z+1)(=+2) _ 4 . 4 1
oyl B TRV T 2405

Y(z) =

Nomeando as parcelas como abaizo podemos escrever

Xi(z) = —4U(2)/= = zXi(z) = —4U(z)
Xo(z) =4U(2)/(z = 1) = (z—1)Xy(2) =4U(2)
X( ) —U(z)/(2+0,5) = (:+0,5)X5(2) = =U(2)

donde se pode escrever trés equacoes a diferencas:

xy(k + 1) = —4u(k)
ok + 1) — w2 (k) = 4u(k)
w3(k+ 1) +0,523(k) = —u(k)

Deste ponto a obten¢io do diagrama de blocos € imediata:



Com pratica, este estagio intermediario de se encontrar as varidveis de
estado pode ser ignorado. Nas deve-se sempre ter em mente que a cada
realizagao (diagrama de blocos) existe uma equagao dinamica associada.
Exemplo 1.7.4 Seja ainda uma vez H(z) = (22 +32+2) /(2% —2%/2—2/2),
a mesma dos casos anteriores. Multiplicando numerador e denominador por
27% somos levados a

22+32+2 24327242278
H(z) = 2 = Eo—1 2
23 —0,522—-0,52 1—0,52"1—-0,52

Mas Y (2) = H(2)U(2), donde (1—0,5271—0,52"2)Y(2) = (27 ' +3272+

2:7%)U(z) e pode-se escrever a equagdo a diferencas

y(k) = 0,5y(k — 1) +0,5y(k — 2) + u(k — 1) + 3u(k — 2) + 2u(k — 3)

O wvalor presente de y depende dos valores passados de u e de y. Fica
simples desenhar o diagrama
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T || zero # 1| zero #2 | pdlo | pdlos complexos
8.00 —7.00| —15.00 1] —7.00+58.00
4.00 —-3.00| —7.00 1] —3.00+ 54.00
2.00 —1.00| —3.00 1| —1.00442.00
1.00 0.00 | —1.00 1 0.00 £ 71.00
0.50 0.50 0.00 1 0.50 £ 50.50
0.10 0.90 0.80 1 0.90 £ 50.10
0.05 0.95 0.90 1 0.95 £ 50.05
0.01 0.99 0.98 1 0.99 £ 50.01

Fazendo T — 0 perceberiamos que periodos de amostragem muito bairos
conduzem ao mesmo resultado do método anterior:
Ka(z2 =2z +1) Ky

(z—1)(z2-22+1) =2-1

Jim Ca(z) =

ou seja, polos e zeros se concentram no ponto +1. FEste caso tem pouco
interesse prdtico, pois o ganho Kq = 2T também se aproxima de zero.

Quando usamos periodos de amostragem muito grandes o maior inconve-
niente deste método se torna claro, como se pode ver na tabela acima: polos
analdgicos “estdveis” podem ser mapeados fora do disco unitdrio!

Analisemos o comportamento da discretizagao quando a entrada é um
degrau. Jd vimos que, em regime, quando a amplitude das oscila¢oes amor-
tecidas for desprezivel, teremos u,(t) = (1 +2t)1(t). Amostrando esta rampa
temos a seqiéncia de saida “analdgica” a(k):

u,(t) = (14 2t)1(t) a(k) = u,.(kT) = (14 2Tk)1(k)
Acionando o substituto discreto com um degrau unitdrio temos

N z (z=14T)(z—1+2T) z
V) =) g = e — s+ 2P — 2T 1] =1

donde tiramos

h

(2)72 22+ (3T —2)2+2T? - 3T + 1
2 T (2= 12224 2(T — 1)z + +272 — 2T + 1]

Ezxpandindo em fragoes parciais vem

(2) a as by by
=2T
z z—1+(z—1)2+z—1+T+jT+z—1+T—jT

-l
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O método do mapeamento, apesar de ser de facil implementagao, mostra
estes inconvenientes: o cdlculo do ganho discreto pode ser mais trabalhoso
do que o dos pélos e zeros, e pode haver erros nao despreziveis, de regime
e/ou transitérios. Sempre se pode pensar em “salvar” o método, usando
periodos de amostragem pequenos, ou entao procurando condig¢oes de saidas
limitadas, ou ainda adicionando zeros extras para eliminar atrasos, mas talvez
este esforgos sejam vaos, pois hd outros métodos disponiveis. A estes pois.

3.2.2 Métodos Retangulares: Euler atrasado

No estudo dos métodos numéricos de integragao ja vimos que a relagao funda-
mental entre os mundos continuo e discreto, z <> e ou entdao s « (1/7)In z
admite aproximagoes simples e facilmente implementaveis, como por exem-
plo s < (1/T)(z — 1) chamada de Euler atrasada. O compensador discreto
seria entao

Ca(z) = C(s)]

s=7(2—1)

Refazendo os exemplos anteriores:

Exemplo 3.2.3 Encontrar o substituto discreto para o compensador anald-
gico C(s) = (2% +6s+4)/(s* +25%+2s). Aplicando a férmula de conversdo:

s2+3s+2
s(s2 +2s +2) |,

s=7(2—1)

Ca(2) = C(S)Lz%(kl) =2

(1)T*)(z = 1)+ (3/T)(z — 1) +2
(1/T9)(z = 1)+ (2/T?)(z = 1)> + (2/T) (2 = 1)

2+ (3T —2)z+2T%—3T+1
(z=1)[z2+2(T — 1)+ 272 — 2T + 1]

O ganho 2 é mapeado em Ky, = 2T, os zeros vao para 1 —T e 1 —2T, o
pdlo analdgico na origem € mapeado no polo discreto +1 independentemente
do periodo de amostragem (como no caso anterior) e os outros pdlos em
1—T 4+ jT. Apresentamos abaizo um quadro com os resultados para alguns
valores de T':

=2T
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Esta realizacdo nao é muito econémica, pois usa 5 atrasadores unitarios
a0 passo que as anteriores usavam apenas 3. Para consertar esse pequeno
incomodo lancaremos mao de um pequeno truque.

Exemplo 1.7.5 A expressdio bdsica pode ser reescrita como

23272 42278

V) = 05 0.5

Uz) = (27" 43272+ 2:79)¢(2)
Isto significa que
Y(z) = (7' + 32724 227%)¢(2)
U(z) = (10,5271 —0,5272)¢(2)
e temos duas equacdes a diferencas:
y(k) = &(k = 1) +3¢(k — 2) + 2¢(k = 3)
u(k) = &(k) —0,56(k — 1) — 0,5¢(k — 2)

Esta realizagao trabalha com valores passados apenas da varidvel & e isto
explica porque € mais economica. Seu diagrama:

u(k) £(k) ; y(k)
0.5 T 1
0.5 Eﬂ 3
f(k‘*?:)fl

E poderiamos prosseguir nesta batida, procurando e encontrando diferen-
tes realizagoes. Qual delas seria a melhor? Dificil dizer, mas estes exemplos
sugerem algo: para esta funcdo de transferéncia, mais de trés atrasadores
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unitdrios unitarios em uma realizagdo configuram um desperdicio. Em si-
tuagoes mais gerais se poderia demonstrar que existe um ntimero minimo
de elementos atrasadores para se construir realizagdes; no caso dos exemplos
este nimero é 3 e dirfamos que as realizagoes minimas possuem ordem 3.

Muito bem, tudo isto é certamente interessante, mas o que mais ha nas
realizagoes? seriam elas apenas um interessante passatempo matematico?
Nao, elas servem também a outros propdsitos. Para captar o sentido fisico
das realizacoes devemos concordar que olhar para uma realizagao é a mesma
coisa que olhar para uma equagao a diferengas, que é a mesma coisa que
olhar para uma fungio de transferéncia discreta, que é a mesma coisa que
olhar para um operador discreto LIT.

eq. a diferencas

funcdo de transf. discr.

operador discr. LTI

Uma realizacdo expoe os mecanismos internos de um sistema discreto,
tornando explicita a maneira pela qual ele trata e transforma as seqiiéncias
de entrada em seqiiéncias de saida. Com isto em mente, e buscando uma
andlise mais sutil e profunda, olhemos mais uma vez para o diagrama de
uma realizag¢do, como o seguinte:
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Se a entrada e(t) do compensador analdgico for um degrau unitdrio 1(t)
sua saida u(t) serd

U =COE6) = s = w=[-0+t+ 0.562)e~!1(t)

Trata-se de um sinal limitado, que tende para um valor de regime dado por
u, =1 apds os transitorios. Amostrando e(t) e entrando com esta seqiéncia
no compensador discreto temos

Kd z
(z—e 1)} z2—1

U(2) = Ca(2) Z{e(kT)} =

Aplicando o teorema do valor final podemos encontrar o valor de regime
da seqiiéncia associada:

. . _ Ky z Ky
y=lim(l - —— o =
v zlg}( * )(2—6*7)3 z—1 (1—eT)3

E a situacdo € realmente melhor, pois a cada valor de T o ganho discreto
Ky pode ser escolhido de modo a termos as seqiéncias discreta e analdgica
tendendo ao mesmo valor de regime. E o transitdrio, que se pode dizer dele?

Calculemos o valor inicial da seqiiéncia u:

~ K,
(0) = lim U(z) = lim ¢

2—00 200 (2 —e

O walor inicial da seqiiéncia avangada de uma unidade iy = Q14 pode ser
calculado por meio de
Kz z

0(0) = lim 20(:) = lim ="y 7 =0

Mas u1(0) = u(1), e usando o raciocinio acima podemos verificar que
@(0) = a(1) = a(2) =0

Isto significa que a seqiéncia de saida do compensador Cy(z) apenas
comega a se manifestar a partir de k = 3. Atrasos deste tipo acontecem
sempre que existir um excesso de pélos no compensador analdgico, pois como
este método ¢ incapaz de criar pélos ou zeros tal excesso também existird no
compensador discretizado.
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(7(2) _ Kd( a N ay by by )

+ — + -
2—=1 (2—=1)2 z—e1=DT =z — (14T
Os coeficientes by e by estao associados a oscilagoes transitdrias, com am-

plitudes que decrescem, e assim, apenas os coeficientes ay e as nos interessam.
A solugao em regime seria entdo

~ z z
U(z) = Ky ((112771 +a2m)
que fornece a seqiiéncia de saida discreta d(k) = w(kT):
d(k) = Ka(ay + ask)1(k) = Kaay (1 + %k) 1(k)
1

Os coeficientes ay e as foram calculados para os mesmos valores do periodo
de amostragem, dando origem a

T (k) (k)

4.0073 | 1+ 8.0146k | 0.0408 K 4(1 + 23.4951k)
2.0794 | 1+ 4.1588k | 0.2221K,4(1 + 3.4097k)
1.0986 | 1+ 2.1972k | 0.3849K,(1 + 1.9057k)
0.6932 | 1+ 1.3863k | 0.6032K,4(1 + 1.2931k)
0.4055 | 1+ 0.8110k | 1.0692/,(1 + 0.7900k)
0.0953 | 1+ 0.1906k | 5.0189K,(1 + 0.1903k)

Apenas para valores baizos do periodo de amostragem o ganho discreto Ky
pode ser escolhido de modo a ajustar a seqiiéncia discreta a solu¢ao analogica:
para T' = 0.0953 basta escolher K, = 0.1993 e teremos d(k) ~ a(k). Para os
outros valores tabelados fica dificil escolher valores adequados de Ky, pois as
rampas terao ou pontos de partida ou inclinagoes diferentes.

O fato de a saida do compensador ser crescente pode ter causado estas di-
ficuldades. No préximo exemplo veremos um sinal limitado, o que se revelard
mais camarada. Mas uma outra fonte de problemas serd indicada . ..

Exemplo 3.2.2 Encontrar o substituto discreto para o compensador anald-
gico C(s) = 1/(s* + 3s® + 3s + 1). Fatorando o denominador temos

1 Ka
CO=Gp  dorde Gl =z
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Suponhamos que cada periodo discreto corresponde a 1 dia, e que existe
alguém encarregado da varidvel £(k). Esta pessoa cuidadosamente armazena
valores passados de {. Como existem apenas 3 caixas, pode-se armazenar
apenas 3 valores passados de £: ontem, anteontem e trasanteontem.

Para calcular o valor de hoje de & esta pessoa usa o valor de hoje de wu,
metade do valor de ontem de £ e metade do que € era anteontem. Esta pessoa
também calcula o valor de y, que afinal de contas é mais importante do que
o valor da varidvel auxiliar £: o valor de hoje de ¢ mais o seu valor de ontem,
e etc.

Em resumo: todos os dias esta pessoa segue todas as instrugoes do dia-
grama, e ao fazer isso a seqiiéncia de saida y é gerada a partir de u. Qualquer
pessoa pode fazer isto, pouca inteligéncia é requirida, e nenhuma criatividade,
apenas a cega obediéncia a um conjunto de instrugoes. E eis aqui outra ma-
neira de encarar uma realizagao: um conjunto de instrugoes, uma receita de
bolo.

Seguir instrugoes como estas ¢ decerto uma tarefa simples, mas extre-
mamente tediosa para seres humanos, porque é algo repetitivo, monétono
e pouca, ou mesmo nenhuma, criatividade estd envolvida. Para felicidade
nossa, ha uma ferramenta que se adequa perfeitamente a este tipo de servigo
... qual seria ela? Armazenar valores, somar e multiplicar coisas, obecer ce-
gamente um conjunto de instrugdo previamente fixadas, execugao sem erros
destas coisas todas ... qual é a ferramenta?

Sim, computadores digitais! e uma realizagdo nada mais é que a estrutura
bésica de um programa. Agora podemos completar a figura anterior:
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realizagdo

eq. a diferencas

fungdo de transf. discr.

operador discr. LTI

Um sistema discreto sempre pode ser simulado por meio de varios pro-
gramas, e isto ajuda a explicar o papel das realizagoes.

1.8 Exercicios

1. Encontrar expressoes em forma fechada para as seguintes seqiiéncias:

[e=}

para k<0
para 0 <k <10
para 10 < k

(a) fi(k) =

para k<6
para 6 <k <16
para 16 < k

(b) folk) =

para k<0
para 0 <k <10
para 10 <k

(c) fs(k) =

OO OO O+

2. O sinal continuo z(¢) ¢ um pulso de amplitude 9 ¢ largura 5, 2 aplicado
a partir do instante ¢t = 1,4. Amostrando esse sinal a cada 7" unidades
de tempo podemos obter seqiiéncias. Encontrar expressoes em forma
fechada para os seguintes casos:

) fa(k) = (

) fs(k) = 2(kT) onde T = 2
(¢) fo(k) =a(kT) onde T =3

) f2(k) = x(kT) onde T' = 0,01
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]ﬁ’dZZ - Ky
(z—1z2" z—1

A, Cal?) =

Kq(2? —22+1) Ky

(z=1)(2=2241) z-1

Nas aplicagoes prdticas deve-se evitar periodos de amostragem extrema-
mente grandes ou pequenos: os primeiros trazem problemas de perda de fi-
delidade, pois violam o teorema da amostragem, e os outros sao dificeis de
implementar.

A escolha do ganho discreto K, deve ser baseada em hipdteses particu-
lares de trabalho. Supondo por exemplo que a entrada e(t) do compensador
analdgico é um degrau 1(t) teremos

oy Cal=) =

24 3s54+2 1
Uls) =2 s“+3s+2 1
S

(24251 2) : u(t) = [14 2t — V2e™"sen (t+7/4)]1(1)

Em regime, quando a amplitude das oscila¢oes amortecidas for desprezi-
vel, teremos u,(t) = (14 2t)1(t). Amostrando esta rampa temos a seqiéncia
de saida “analdgica” a(k):

() = (14 20)1(8) a(k) = u,(KT) = (1 + 2Tk)1(k)

A tabela sequinte mostra estas seqiiéncias para alguns valores de T':

[ T a(k)

4.0073 | | 1+ 8.0146k
1.0986 14 2.1972k
0.6932 | |1+ 1.3863k
0.0953 1+ 0.1906k

Acionando o substituto discreto com um degrau unitdrio temos

- z K 22— (e THe )z e37 z
z—1 Y —1)(2—2eTcosTz+e ) z—1

K —(e T+ e )z +e 37
z d( 71) (22 —2eTcosTz+e?T)

Expandindo em fragoes parciais vem



Embora esta solugao plena e ideal fracasse na pratica, a relacao funda-
mental ainda pode se mostrar 1til. Sendo s* um pélo (ou zero) de C(s)
diremos que z* = e*'T serd um pélo (ou zero) de Cy(z). Assim, mapeando os
poélos e zeros da solugao analégica obtemos a solugao discreta; ganhos K de
C(s) sao mapeados em ganhos Ky de Cy(z).

(z— e9T)(z — T ..
(z—emT)(z—emT). ..

Ol =k EZOZ@ ok,

(s —m)(s—m2)...

A obtengao do ganho discreto K, é um ponto delicado deste método; em
algumas situagoes pode-se fazer K; = K, mas em geral é necessiria uma
andlise caso a caso.

Exemplo 3.2.1 Encontrar o substituto discreto para o compensador anald-
gico C(s) = (2s* + 65+ 4)/(s* + 25* + 2s). Fatorando numerador e denomi-
nador temos

o, S +3s+2 (s+1)(s+2)
Cls) = 25(52+2s+2) - 25(s+1+]’)(s+ 1-37)

O ganho 2 é mapeado em K, o zero —1 em ™!, etc, levando a
B (z—eT)(z—e?)
Ca(z) = Kd(z — e 0T (z — 19T (7 — - 1HI)T)

_K 22— (e THe )z e
- (z—=1)(22 —2eTcosTz+ e 2T)
O pélo analdgico na origem é mapeado no pdlo discreto +1 independente-
mente do periodo de amostragem, mas os outros parametros dependem dele.
Apresentamos abaizo um quadro com os resultados para alguns valores de T':

[ T zero # 1 zero #2 pdlo pdlos complezos ]
8.00 [ 3.355 x 10~* [ 1.12 x 1077 [ 1.0000 | (—0.49 £ 53.32)10~*
4.00 [ 1.832 x 1072 | 3.36 x 10~ | 1.0000 | (—1.20 & 51.40)10~2
2.00 0.1353 0.0183 1.0000 | —0.0563 £ 50.1231
1.00 0.3679 0.1353 1.0000 | 0.1988 + j0.1108
0.50 0.6065 0.3679 1.0000 | 0.5323 = j0.2908
0.10 0.9048 0.8187 1.0000 | 0.9003 £ 50.0903
0.05 0.9512 0.9048 1.0000 | 0.9500 + 50.0475
0.01 0.9900 0.9802 1.0000 | 0.9900 £ 50.0099

Fazendo T — 0 e T' — oo perceberiamos que tanto periodos de amostra-
gem muito elevados quanto muito baizos conduzem ao mesmo resultado:
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3. O sinal continuo z(t) é dado por z(t) = t1(¢) — t1(¢ — 10). Amostrando

esse sinal a cada T unidades de tempo podemos obter seqiiéncias. FEn-
contrar expressoes em forma fechada para os seguintes casos:

(a) fs(k) =x(kT) onde T = 0,01

(b) fo(k) = x(kT) onde T'=0,1

(¢) fio(k) =x(kT) onde T =1

. Encontrar as transformadas em z para as f; dos exercicios anteriores,

todas as 10.
. Amostras de um sinal continuo f(¢) sao dadas abaixo. Determinar

F(z).

(a) £(0) =1

(b) (1) =4,7

(c) f2T) = f(3T) =0

(d) f(4T)=0,75

() f(5T) = V2

(f) f(kT)=0Yk>5T

. Um pulso retangular de amplitude 9 e largura 5, 2 comeca a ser aplicado

em t = 1,4. Determine a transformada z da seqiiéncia resultante de
uma amostragem desse sinal quando

(a) fo=1Hz
(b) fs=0,5Hz
(c) fs=3Hz
. Encontrar as transformadas em z para f(k) = sin(kn/3) e g(k) =

cos(km/3). As identidades seguintes podem ser tteis:

. eI — eI e 4 eI
sina = ————— cosqy = ————
27 2

. O sinal continuo z(¢) é dado por sin(km/3). Amostrando esse sinal

a cada T unidades de tempo podemos obter seqiiéncias. Encontrar
expressoes em forma fechada e as correspondentes transformadas em z
para os seguintes casos:

(a) fi1(k) =x(kT)onde T =1/6
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(b) fia(k) = z(kT) onde T'= 1/12
(¢) fis(k) =x(kT) onde T = 1/24
(d) fia(k) = z(kT) onde T'= 0,1
(e) fis(k) = x(kT) onde T = 10
(f) fis(k) = 2(kT) onde T = 100
(g) fir(k) = 2(kT) onde T — oo
(h) fir(k) = x(kT) onde T'— 0

9. Uma seqiiéncia f(k) ¢é periddica quando existe um inteiro positivo K
tal que f(k) = f(k+ K) Vk € Z. O menor valor inteiro K que satisfaz
esta identidade é chamado de periodo fundamental e recebe o simbolo
Ky. Mostre que se uma seqiiéncia cos(k) é periédica entdao 6 é um
multiplo racional de 7 (6§ = 7 onde r é racional).

10. Mostre que se # é um multiplo racional de 7 entao a seqiiéncia cos(6k)
é periddica.
11. Encontre um seno ou cosseno nao periédico; plote o grafico para varios

valores de k e convencga-se de que a seqiiéncia nao repete valores.
12. Quais seqiiéncias do exercicio 8 sao peridédicas? quais seus periodos
fundamentais?
13. Encontrar as transformadas em z das seqiiéncias cos(0k) e sin(0k).
Olhando para elas, como descobrir se os sinais sao periédicos?
14. Plotar gréficos e encontrar as transformadas em z da seqiiéncia cos(0k)
quando
(a) 0 =n/4
(b) 6 =7/4+m/3
(c) 0 =m/4+2m/3
(d) @ =n/4+37/3
(e) 0 =m/4+4n/3
(f)  =m/4+57/3
(g) 0 =n/4+67/3
(h) 6 =7/4+7m/3

15. Determine as seqiiéncias correspondentes a cada uma das transforma-
das z abaixo
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um sistema discreto Cy(z). Representando o amostrador como uma chave
teremos

e(kT u(kT ug(t
- ( )m( )W (t)

Desta maneira o problema fica restrito a escolher um sistema discreto
Cy(z) e um periodo de amostragem T de modo a fazer com que ug(t) =~
u(t) Vit e(t). Ou entao, usando uma formulagao discreta, escolher Cy(z) e T'
de modo a fazer com que @ (kT') seja uma boa aproximacao para a amostragem
de u(t):

Escolher Cy(z) e T tais que w(kT) — u(kT) = 0 Vk,e(t)

e(t) W u(t) 5: u(kT)

Algumas vezes o sinal u(kT) = a(k) serd chamado de seqliéncia analdgica,
ao passo que 4(kT') = d(k) serd a sequéncia discreta.

Mas este é um problema jé analisado, trata-se de encontrar o substituto
discreto de um sistema analdgico, e até mesmo algumas solugoes para ele ja
foram apresentadas. A partir de agora passamos a recordar estas solugoes e
a apresentar outras.

3.2.1 A solugao ideal e o mapeamento de pdlos e zeros

A solugao tedrica para este problema é dada pela relagao fundamental entre os
mundos continuo e discreto, como ja visto: z < eI ou entdo s « (1/T)In z.
O compensador discreto seria entao

Ca(z) = C(s)|

-1
s=Ainz

uma fun¢ao ndo racional em z, e que apresenta problemas praticamente in-
transponiveis de implementagao.
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Isto significa que C'(s) e P(s) sao conhecidos, dados do problema, e que
devemos analisar a implementacao digital de C(s). Devemos trabalhar na
linha inferior do diagrama abaixo

A/pf—{ sp }——{D/A}L(t)

A situagao ideal, que acarretaria uma implementagao digital perfeita,
ocorre quando os conversores e o sistema SD sao s@o escolhidos de tal modo
que

ug(t) = u(t) Ve(t)

Mas isto ¢ impossivel, pois o sinal u,(t), continuo e quantizado, ¢ a saida
de um conversor D/A sendo portanto constante durante os intervalos de
amostragem, como ja vimos. A desejada igualdade poderia acontecer apenas
para especialissimas fungoes e(t), o que nao nos interessa. Devemos entao
reduzir o nivel de exigéncia e estabelecer um novo objetivo:

ug(t) =~ u(t) Ve(t)

Lembrando que um conversor A/D é composto por um amostrador, um
quantizador e um codificador, o diagrama acima pode ser refeito

O quantizador e o codificador podem ser embutidos no sistema SD. Tere-
mos entao um sistema digital “agregado” cuja entrada é a saida do amostra-
dor, que para todos os efeitos se comporta como um sinal discreto e(kT), e
cuja saida pode ser considerada como um sinal discreto e quantizado a(kT).
Fica claro que este sistema digital agregado pode ser entdo modelado como
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16.

17.

18.

19.

20.

) X(2)=1+2"14052"7
) X(2) =5(1—2"1)(1+27%)
c) X(z)=6(1—0,25-"1)3
) X(2)=10271/(1-0,5271)
) X(2) =10(1 — = )/[(1 — 0,5z 1) (1 — 0,2521)]

Determine os cinco primeiros termos das seqiiéncias cujas transforma-
das sdo

(a) X(2)=(1-4273)/(1-0,727%)
(b) X(2)=(z+273)/(z+271)
Para a equacgao a diferencas abaixo, encontrar os 10 primeiros valores

de y de maneira iterativa, e depois calcular uma expressao em forma
fechada por meio de transformada em z.

{ ylk+1)+yk) =3"% k=0,1,2,...
y(0)=0

Para o sistema governado pela equac@o de diferengas abaixo, calcular
y(k) para u(k) = (=2)*, k> 0e CI=0

y(k+2) +4y(k+1) +3y(k) = u(k + 1) + u(k)
Usando Transformada z, resolver a equagao abaixo

{ y(k +3) + 6y(k +2) + 11y(k + 1) + 6y(k) = u(k + 1) + u(k)
y(0) =y(1) =y(2) =0

Considere: a) u(k) = d(k), b) u(k) = 1(k), ¢) u(k) = k1(k), d) u(k) =
2F1(k).

Usando Transformada z, resolver a equagao abaixo

y(k+1)+yk) =ulk—-2); k=0,1,2,...

y(0) =y(1) =y(2) =1
Considere os casos: a) u(k) = d(k), b) u(k) = 1(k), ¢) u(k) = k1(k),
d) u(k) = 2*1(k).
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21. Em um sistema discreto linear, causal, invariante no tempo e relaxado,
a saida quando a entrada ¢ um delta de Kronecker, u = d(k), é g(k) =

(=D 1(k):
N 0 para k<0
g(k) = { (=1)* para k>0
(a) Por meio da somatéria de convolugao calcular sua saida quando
u(k) = k1(k).
(b) Calcular a fungao de transferéncia discreta e usar a expressao
Y (z) = G(2)U(z) para encontrar a saida em forma fechada.
(c) Conferir o resultado no MATLAB

22. Determine a fungao de transferéncia discreta para cada um dos sistemas

abaixo:
(a) y(k) —y(k —1) = u(k)
(b) y(k) 2u (k= 1)+ y(k — 2) = u(k)
(c) y(k) —y(k —1)40,16y(k — 2) = u(k) + 2u(k — 1)
(@) y(k) +0, Gy( —1) = 0,16y(k — 2) = u(k) + 2u(k — 1)
(e) y(k) —0,707y(k — 1) + 0,25y(k — 2) = u(k)

23. Encontrar equagoes dinamicas para os sistemas descritos pelas equagoes
a diferencas dos trés tltimos exercicios.

24. Considere o sistema descrito por

-1 00 1
z(k+1) = Az(k) = 0 —1 0 |z(k) com =z(0)=]1
1 11 1

(a) Encontrar z(12)
(b) Encontrar z(9)
(¢) Encontrar a solugao em forma fechada para a seqiiéncia z(k) e
comentar sobre ela.
25. Um SLIT discreto apresenta a resposta
1 2

y(k) =[5~ + 222 1k - 2)
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P(s)—— Projeto —— (C(s) — Discretizagago —— Cy(z)

|

Implementacao

|

P(s) —— Discretizagaio — Py(z) — Projeto —— C(z)

Seja qual for o método de projeto, o sistema digital resultante sera im-
plementado de acordo com o esquema abaixo:

y(t)

Os conversores A /D e D/A sdo razoavelmente padronizados, nao hd muita
escolha a respeito deles, a menos, é claro, do periodo de amostragem 7', uma
escolha importante que influencia todo o projeto.

Para o sistema digital SD podemos ter duas opgoes: um sistema especifico,
construido apenas para a missao de controlar a planta em estudo ou entao
um computador digital, que pode se amoldar a qualquer problema. O custo
sempre menor e a capacidade sempre maior tem tornado os computadores
digitais cada vez nais acessiveis e poderosos, e isto é excelente, pois a flexibi-
lidade trazida por eles é enorme: além da capacidade de implementar os mais
variados compensadores, eles ainda guardam ‘“reservas” que permitiriam seu
uso em outras tarefas, como por exemplo a exibi¢ao de curvas e graficos, etc.

Quer se use um SD especifico ou um computador digital, pouco teremos
a fazer na parte de hardware, ela pode ser considerada uma parte fixa e
padronizada. O trabalho todo recairia na parte de software, uma etapa
importante do projeto.

3.2 Projeto Analégico

A planta P(s) é dada, e o compensador C(s) foi projetado por um método
analégico qualquer dos muitos existentes.
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ou entao um computador digital desempenhando o papel do controlador C.
As vantagens desta filosofia podem ser agrupadas em quatro categorias:

e Robustez

e Precisao

o Flexibilidade
e Custo

Uma questao do tipo Controle Analégico x Controle Digital raramente
tem uma solucao clara e cristalina, que indique uma supremacia incontestavel
de um dos campos. A andlise dos tépicos acima pode levar o leitor a optar
pelo caminho digital mas é bom dizer que estes tépicos foram escolhidos
exatamente porque falam das vantagens deste campo. Poderiamos também
escolher tépicos que favorecessem o campo analdgico.

3.1 Projetos Digitais de Controladores

Ha no mercado duas filosofias bésicas de projeto de controladores digitais,
ambas envolvendo a discretizagao de um sistema analégico, mas em instantes
diferentes do procedimento.

No primeiro tipo, que pode ser chamado de Projeto Analégico, um con-
trolador analégico C'(s) é projetado usando qualquer elemento do vasto arse-
nal continuo, como por exemplo: resposta em freqiiéncia, lugar das rafzes, re-
alimentagao de estados, métodos polinomiais, ou qualquer um dos inimewros
outros. De posse desta solugao basta discretizar C'(s) para obter o compen-
sador discreto Cy(z) que serd implementado, o que quer dizer: inserido na
malha analdgica original, com os devidos conversores A/D e D/A

No método alternativo, que pode ser chamado de Projeto Discreto, o
primeiro passo consiste em discretizar a planta P(s) e obter um equivalente
discreto Py(z). Estamos agora no mundo discreto e usaremos suas ferra-
mentas especificas de projeto de compensadores para obter a solugao C'(z).
Que ferramentas sao estas? Calma, pessoal, mais tarde ... Resta apenas
implementar a solugao C(z), ou seja, revesti-la de conversores A/D e D/A e
enxerté-la no mundao continuo.
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quando a condigao inicial é nula e a entrada é

[1(71)’f + %2’“} 1(k)

u(k) = 3

onde 1(k) denota um degrau unitério discreto.

(a) Determine a fungao de transferéncia G(z) para este sistema.

(b) Fornega um diagrama de blocos para esta G(z), usando apenas
atrasadores unitdrios, somadores e blocos com ganhos constantes.

(c) Encontre uma representagao < A, B,C, D > por varidveis de es-
tado que tenha a mesma G(z) calculada no item (a).

(d) Para arepresentacao encontrada em (c), se o impulso unitério 6 (k)
ocasiona a saida y(k) = 0(k — 2) + 76(k — 1) + 36(k) para algum
estado inicial z(0) # 0, entao encontre este estado inicial.

26. Dado o sistema discreto x(k + 1) = Az (k) com

0 1 0
A= 0 0 1
i 2=f 1—f3

calcular os f; de modo que z(3) = 0 qualquer que seja z(0).
27. Determine os valores de K que garantem estabilidade para os sistemas:
(a) y(k) — Ky(k — 1) + K?y(k — 2) = u(k)
(b) y(k) = 2Ky(k — 1) + K?y(k — 2) = u(k)
(¢) y(k) — K?y(k — 2) = u(k)
28. Encontrar realizagoes de pelo menos trés tipos diferentes para a funcao
de transferéncia do exercicio 21.
29. Encontrar realizagoes de pelo menos trés tipos diferentes para as se-
guintes funcoes de transferéncia
(a) 2%/(z*—22+1)
(b) (22 +22)/(2* +2+0,16)
() (1—2Y/(22+32+2)
(d) (z+1)/(1 =221 4272

30. Determine a resposta em frequéncia para os sistemas definidos por
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31.

32.

(a) y(k) = u(k) —u(k —4)
(b) y(k) = 2u(k) + 4u(k — 1) + 2u(k — 2)
(c) y(k) +0.25y(k — 1) = u(k — 1)
As equagdes abaixo representam filtros digitais de dois e trés termos,
respectivamente
(a) y(KT) = (1/2)[u(kT) + u(KT — T)]
(b) y(kT) = (1/3)[w(kT) + w(kT — T) + u(kT — 27)]
Determine as fungoes de transferéncia e plote os graficos da resposta

em frequéncia em funcao de r = f/fs no intervalo 0 < f < 0,5. Em
que sentido esses filtros se comportam como integradores?

Se no dia primeiro de todos os meses vocé deposita religiosamente M
reais em uma caderneta de poupanga a equagao de diferengas abaixo
representa todas as alquimias financeiras que acontecem com o seu
dinheirinho:
z(k+1) = (1 +p)a(k) = 3M1(k)
{ z(0) =M

Supondo que corre¢ao monetdria e dividendos permanegam os mesmos
no futuro podemos considerar p = 0,06 (6% por trimestre civil). Para

M = 180:

(a) encontre a expressao para z(k)

(b) calcule x(20) o seu saldo apés 5 anos
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o problema de Controle passa a ser: dada uma planta P e um certo compor-
tamento desejado, encontrar uma entrada u capaz de fazer com que ele se
concretize.

Quase sempre a solugdo u do problema de Controle ¢ fisicamente obtida
como a saida de um sistema chamado Controlador e designado por C:

Y

O problema de Controle é reformulado: dada uma planta P e um certo
comportamento desejado, projetar um sistema C cuja saida u, quando usada
como entrada da planta, é capaz de impor o comportamento.

Para resumir uma histéria ilustrativa, importante e interessante, que é
normalmente bem dissecada em cursos e textos bésicos de Controle, diremos
que alguns dos controladores mais bem sucedidos apresentam a estrutura
abaixo:

Temos um controlador em malha fechada caracterizado pela realimen-
tagdo negativa de saida. As vantagens desta configuracao, bem como ex-
plicagbes mais detalhadas sobre seu funcionamento, e de porque ele é supe-
rior, devem ser procuradas alhures.

Na esmagadora maioria das situagoes de interesse a planta que se quer
controlar é um sistema continuo, e em um numero apreciavel de vezes é
ainda linear e invariante no tempo. Para nds, a partir deste ponto, a atengao
se restringird entao a plantas lineares, invariantes no tempo e, a menos de
mengao explicita, com apenas uma varidvel de entrada e de saida. Nestas
condigoes a planta é caracterizada por uma funcao de transferéncia racional
e propria P(s).

A praxe histérica tradicional indica, para plantas deste tipo, controladores
também lineares e invariantes no tempo, que seriam entao caracterizados
por fungées de transferéncia C(s). Uma possivel excecao a esta tendéncia
aparece no chamado Controle Nao Linear, quando tentamos controladores
que s@o, quem diria, ndo lineares. Outra possibilidade, e a qual dedicaremos
todos os futuros esforgos, é o uso de Sistema Digitais para implementar os
controladores.

Desta maneira, no Controle Digital temos um sistema digital especifico
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Capitulo 3
Controle e Controle Digital

A idéia bésica de Controle é muito simples: dado um certo sistema dese-
jamos impor a ele a nossa vontade. Desejamos, por exemplo, que a sua
saida ou o seu estado tenham este ou aquele comportamento, esta ou aquela
propriedade, etc.

Nas situagoes tipicas de Engenharia os comportamentos que desejamos
impor aos sistemas sdo, em geral, simples e bem justificados: desejamos
que a saida tenda para zero com uma rapidez assim ou assado, ou entao,
desejamos que a saida se aproxime o maximo possivel de uma dada fungao
bem conhecida, ou entdo, desejamos que a saida oscile com amplitude e
freqiiéncia dadas; e assim por diante.

Os seres humanos tem uma atragao inata e instintiva pela idéia mestra de
Controle. Todos nés, com efeito, sempre desejamos impor as nossas vontades
aos sistemas todos que nos rodeiam, sejam eles sistemas do mundo fisico ou
sistemas na acepgao mais geral do termo, o que pode ser muito vasto e
englobar praticamente tudo. Pode nao ser uma postura muito aceitavel do
ponto de vista ético, mas devemos admitir que sempre, ou quase sempre,
desejamos impor nossos desejos e pontos de vista aos ambientes, situagoes e
pessoas que nos rodeiam.

As aplicagoes de interesse deste texto sao as de Engenharia, e problemas
ético-filoséficos como os sugeridos acima serao ignorados. O sistema que se
quer controlar recebe o nome de Planta, muitas vezes designada por P, suas
entradas e saidas receberao os simbolos u e y, respectivamente, e o tradicional
diagrama abaixo ilustra as coisas

Y

P
[
Como se supoe que a planta é um dado do problema, algo fixo e imutavel,
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Capitulo 2

Conexoes com o mundo
continuo

2.1 Desperdicio e economia

Os sinais existem para transmitir informagoes, isto é claro. Em algumas
situagoes, uma certa quantidade de informacao pode ser transmitida por
varios sinais diferentes, e é razodvel supor que em alguns destes sinais a
transmissao é feita com algum desperdicio, seja em tempo ou em energia.
Seria entao til identificar e usar os sinais mais economicos.

A partir de agora passaremos a analisar os sinais com énfase nesses novos
aspectos de desperdicio e economia. Comecemos com um exemplo.

Consideremos um problema muito comum, que praticamente todos nés
temos que resolver todos os dias, e varias vezes em cada dia. Apreciaremos
algumas das possiveis solugoes deste problema que é ... andar.

Sim, andar, o ato de mover pernas e pés com a finalidade de locomover
nossos corpos de determinados lugares a outros pontos. Muito mais do que
nos aspectos mecanicos e musculares, estaremos interessados em como nossos
cérebros se envolvem no processo. Em primeiro lugar dividiremos o problema
em vdarias possiveis situagoes.

e Pracga ampla, clara e plana, com poucas pessoas.

O que provavelmente ocorre é o seguinte: por uns 2 ou 3 segundos
o cérebro da pessoa se focaliza no problema de andar: ele estabelece
um rumo retilineo e depois comanda o corpo para executar a tarefa.
Nesta segunda parte, o cérebro toma todas as decisoes fisio-mecanicas
necessdrias sem a pessoa perceber.

Logo depois o cérebro se ocupa com outras coisas porque, francamente,
esta particular caminhada é uma tarefa muito facil. A atencao pode
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ser focalizada em coisas como conversar com um amigo, olhar as outras como saida pelo computador é X = zgz1z9x324 0 conversor DA gerard uma

(poucas) pessoas que passam, apreciar a paisagem, pensar em como ¢ tensao que se manterd constante no intervalo:
belo e interessante o estudo de Sistemas e Sinais, ¢ em como ¢ prazeiroso .
trabalhar nele, etc. X =10101: e=—(0x2"+1x2724+0x27%+1x274)(-10) = 3.125
o X =11011: e=—(1x2'4+0x2241x2+1x2*)(-10) =6.875
Alg111}s iO 01'1'2}5(.) segutndos dep'om o cter(?bzo — que tesgaI?O§t81v1pon()io‘§eli X=11111: e=—(1x21'+1x224+1x23+1x2%)(-10) = 9.375
um cérebro sébio emporariamente interrompe todos estes processos X =00111: e=—(1x2 4+ 1x 2241 x 2%+ 1 x274)(10) = —9.375
mentais e por 2 ou 3 segundos devota mais uma vez a sua atengao plena
a0 problen.la' de andar: este ¢ O Tumo correto? algum perigo a frente? O sinal de saida do conversor DA é portanto continuo e quantizado e pode
o plano original pode ser mantido ou deve ser mudado? ser aplicado diretamente a sistemas continuos.
Apés esta rapida avaliacao dos parametros novas decisoes (que podem
ser iguais as antigas) sdo tomadas e mais um longo perfodo de outras
atividades pode comegar. E isto se sucede, até que o objetivo seja /D—/A‘ continuo quantizado
alcangado. L
Podemos dizer que a distribui¢ao das ocupagoes cerebrais ao longo do digital ’J—L
tempo ¢é representada pela figura
20 ou 30 Conversores A/D e D/A encontram-se normalmente integrados nas cha-
2013 madas placas de aquisicao de dados ou placas de conversao AD —
DA.

Praga ampla, clara e plana, com muitas pessoas.

Se 0 mesmo esquema descrito anteriormente for usado havera um perigo
grande de haver muitos choques e encontroes com as (muitas) pessoas
indo e vindo. A solugdo que cérebros sdbios normalmente aplicam ¢ a
seguinte: o problema bésico continua a ser resolvido nos mesmos 2 ou
3 segundos, ele nao mudou, mas o periodo de devaneios sera reduzido
para 10 ou 20 segundos.

Trilha estreita nas montanhas, noite escura.

Sem comentdrios, certo? os mesmos 2 ou 3 segundos de atengao plena
ao problema e nao mais do que outros 2 ou 3 segundos para outras
coisas. E olhem s6, se a trilha for muito estreita, bem no alto e real-
mente perigosa, a atencao do cérebro para o problema de andar serd
requisitada de modo continuo.

Vemos que em algumas situagoes é necessaria uma atengao continua, ou
muito freqiiente, ao problema, ao passo que em outras instancias uma tal
dedicagao em “tempo integral” ou “quase integral” seria um desperdicio e
poderfamos compartilhar o tempo com outras tarefas.
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mos uma seqiiéncia de bytes que variam ao longo do tempo. O grafico deste
sinal em fungao do tempo, supondo que fosse possivel plota-lo, nada teria de
parecido ou semelhante ao gréfico de p(¢). Ou seja, um sinal continuo é certa-
mente semelhante, andlogo a um sinal “real” por ele representado, o que nao
ocorre com sinais digitais. Assim, sinais continuos sdo muitas vezes chamados
de sinais andlogos. Ou pelo menos deveriam ser, se a tradugao do termo
inglés analog tivesse sido bem feita originalmente. Mas em Portugués a de-
nominagao sinais analégicos é dominante. Em resumo, os sinais continuos
sao muitas vezes chamados de analégicos, o que explica letra A.

Um Conversor D/A efetuaria a passagem inversa, de um sinal digi-
tal para outro continuo. O circuito esquematizado abaixo seria capaz de
uma tarefa como essa. Ele é baseado em um amplificador operacional, cujo
funcionamento supoe-se conhecido pelos leitores. As chaves mostradas sao
comandadas por varidveis bindrias (bits) z; da seguinte maneira: quando
z; = 0 a chave se conecta ao terminal da esquerda, e quando z; = 1 ao da
direita.

ARRIAS IR B IR A IR A0 S

-10V 10V

2R 4R 8R 16R

A tensao de saida e(t) serd dada por
e(t) = — <x1£ +12£ +z3£ + mi) E
2R 4R 8R 16R
e(t) = — (:512’1 2t 4 ag273 1'42’4) E
A tensao E é obtida da seguinte maneira: se o = 0 entdo E = 10V, se

zo = 1 entdo E = - 10V. Por esta razao a variavel xy é chamada de bit do
sinal. Se, durante um determinado periodo de amostragem a palavra enviada
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A préoxima meta é identificar as situagoes nas quais é possivel dividir o
tempo em periodos de atengao focada no problema e periodos de atengao
focada em outras coisas.

2.2 Amostragem Pulsada e Geral

Para estudar a questao abordada acima de uma maneira geral e abstrata,
consideremos um sinal continuo x(t)

\ ¢

H4 situagbes nas quais um sinal continuo como este é um desperdicio?
Se sim, é possivel encontrar substitutos mais econoémicos? Para comegar a
tratar destas questoes apresentaremos o conceito de amostragem pulsada.
Um pulso de largura A e amplitude unitdria, aplicado a partir da origem ¢é
definido por

0 para t<0
pa(t)=4{ 1 para 0<t<A
0 para t<A
Um destes pulsos aplicado a partir do instante 7" e nao da origem, seria

designado por pa(t —T') e um trem destes pulsos com periodo T seria dado
por

p(t) = fj palt —kT) = ... pa(t) +pa(t = T) +pa(t —2T). ..
k=—oc0

cujo grafico é
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p(t) =S palt — kT)

NANnnT

[e—rr|

T A
A amostragem pulsada de um sinal continuo x(t) é o processo de sua
multiplica¢do por um trem de pulsos como o acima:

x(t)

X 24(t) = z(t)p(t) — sinal amostrado

p(t) = Xpalt — kT)

Uma maneira alternativa de simbolizar a amostragem pulsada é pelo
uso da Chave Amostradora Ideal ou simplesmente Amostrador Ideal.
Trata-se de um dispositivo que pode transmitir integralmente um sinal con-
tinuo (dizemos que estd fechada, ou conduzindo, ou transmitindo) ou entao
bloqued-lo (dizemos que estd aberta). O simbolo abaixo designa um amos-
trador ideal:

x S/ o

T

Para substituir a multiplica¢do por um trem de pulsos como acima, os a-
mostradores funcionam de maneira periddica: permanecem fechados durante
A unidades de tempo, apresentando como saida o sinal continuo de entrada:
z, = x; depois permanecem abertos durante 7" — A unidades de tempo,
apresentando saida nula: z, = 0. E es ciclos, com perfodo T, vao se
sucedendo.

O resultado da amostragem pulsada de um sinal continuo z(t), a saida
Z,4(t), serd também um sinal continuo. Para o sinal ilustrado acima terfamos

(ABOZ) admite como entrada um sinal continuo z(t), e sua saida permanece
constante durante intervalos de tempo de largura T. Mais especificamente,
durante o intervalo entre k7" e (k + 1)T, para qualquer valor inteiro de k, a
saida do BOZ vale x(kT), o valor da entrada no inicio do intervalo.

t

E interessante notar que os bloqueadores de ordem zero nao produzem
amostragens instantaneas ou impulsivas. Suas saidas, pelo contrario, sao
sinais continuos. Mas estes sinais x,(t) sdo sinais continuos muito especiais,
eles sdo constantes durante todos os intervalos de amostragem, e podem ser
muito bem representados pelas seqiiéncias z(kT').

Por que as letras A e D no nome Conversores A/D? O D é explicado
facilmente, vem de digital, claro, a qualidade dos sinais de saida. Que dizer
do A? Vamos la.

Muitas vezes sinais continuos sdo usados para ilustrar a variagao de gran-
dezas fisicas ao longo do tempo. Vamos supor, por exemplo, que a posigao
de um dado corpo pode ser medida pela sua abscissa p com relacdo a um
dado referencial; se conhecermos o valor de p para todos os instantes ¢ de
interesse, ou seja, se conhecermos a funcao p(t), estaremos satisfeitos. O
conhecimento desta fungao pode ser obtido pela aplicacao das leis da Fisica,
mais especificamente as leis da Mecanica. Podemos também medir a posigao
do corpo por meio de um instrumento qualquer, ha varios instrumentos de
vérios tipos capazes de tal tarefa. Usando por exemplo um transdutor eletro-
mecanico teriamos como saida uma tensao elétrica x que varia com o tempo,
fornecendo um sinal 2(t). Se o transdutor estiver bem calibrado e fornecendo
resultados confidveis o grafico do sinal de medida z(t) serd idéntico ao grafico
do sinal “real” p(t). Este termo “idéntico” deve ser entendido da seguinte
maneira: as escalas podem ser diferentes, e a natureza fisica das grandezas
envolvidas também, mas o formato das curvas deve ser o mesmo.

Se, por outro lado, medirmos a posi¢ao do corpo usando um instrumento
digital, e analisarmos o sinal digital que representa a grandeza p encontrare-
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Nas aplicagoes praticas o nimero de niveis de quantizacao é sempre uma
poténcia de 2:

2 ou 4 ou 8 ou 16 ou cee 2"

As razoes para isto sao 6bvias: o comprimento das palavras dos computa-
dores. O ntmero de bits usado em cada palavra (byte) é, via de regra, uma
poténcia de 2. Assim, em um computador com palavra de 4 bits terfamos os
seguintes niveis de quantizacao:

o = 0000
q = 0001
@ = 0010
q1 = 0100
g6 = 0101
g¢ = 0110
gr = 0111

E um sinal digital é um sinal discreto que assume, em cada instante
discreto k um dos valores ¢; acima.

Outro estagio importante dos conversores A/D é o amostrador. O dispo-
sitivo fisico normalmente utilizado para amostrar o sinal continuo é chamado
de Amostrador-Bloquador de Ordem Zero ou ABOZ. A terminologia
em lingua inglésa é Sample and Hold; Algumas vezes, com um certo abuso,
este amostrador-bloqueador é chamado apenas de Bloquador de Ordem
Zero — BOZ — ou, em inglés, Zero Order Holder ou ZOH. Mais adi-
ante notaremos a diferenga entre um BOZ e um ABOZ. Um sistema destes

4
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A pergunta principal a se fazer é: o sinal amostrado z, carrega em si
alguma informacao a respeito do sinal original 7 Se sim, esta informacao é
suficiente para permitir uma recuperacao completa de x a partir de z,7

Para atacar estas questoes trabalharemos em uma situagao mais geral, de-
finindo Amostragem Generalizada ou simplesmente Amostragem de um
sinal x(t) como sendo a sua multiplicagdo por um sinal continuo e periédico
qualquer, p(t), com periodo 7. A amostragem pulsada vista anteriormente
pode ser considerada como um caso particular deste ambiente geral. E in-
teressante notar que a modula¢ao de amplitude para sinais continuos, muito
usada na transmissao por radio, também é um caso particular de amostra-
gem.

O sinal p(t), periédico, pode ser expresso por sua série de Fourier:

©
p(f): Z CkejZTrkfat

k=—00
onde f, = 1/T é a freqiéncia de amostragem e o coeficiente do k-ésimo

harmoénico é dado por

=2 /m (t)e >Matdy
== o(t)e ™ at
kT —T/ZI

O sinal amostrado pode entao ser expresso como
za(t) = a(t)p(t) = 32 Cra(t)e*™ !
J—

e sua transformada de Fourier serd

Floa®} = Xalf) = [ waltye

—oo

/OQ ( Z Ckx(t)e]‘z”kfat) eI It gy

k=—o0
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Z Ck/ z(t)e””kf“‘e’ﬂ"ﬂdt

k=—o0
00 o0 )

= > C’k/ x(t)e IRt gy
k=—00 o

Sendo X(f) a transformada de Fourier de x(t) percebemos pelo desenvolvi-
mento acima que

I
N
Q

S

Xu(f) (f - k’fu)

CCLX(f+ fa) + CoX(f) + CiX(f = fa) + CoX(f = 2fa) - -

O espectro do sinal amostrado consiste entdo da soma de cépias desloca-
das (na freqiiéncia) e atenuadas do espectro do sinal original. Para ilustrar,
seja um sinal z(¢) com espectro de amplitude X (f) dado por

X(f)

f

O gréfico de X(f — f,) pode ser obtido deslocando esta curva de f,
unidades para a direita:

fa o

J& se pode ter uma idéia, pelo menos para este exemplo, de como seria o
espectro do sinal amostrado: a soma de todas as parcelas esbocadas abaixo

‘ nivel | valor | c6digo
0 | 0.100 V| 000
1 10300V | 001

2 0500 V| 010

2.7 Conversao de sinais

Para digitalizar um sinal continuo, ou, o que vem a dar no mesmo, para
preparé-lo para o computador, uma seqiiéncia de operagoes devem ser fei-
tas: a amostragem (para discretizd-1o), a quantizagao (para quantizé-lo) e a
codificagao. Os digitalizadores sao chamados de Conversores A/D e seu
esquema basico é

x(t z(k xq(k 9
L—’Amostrador}&-pu‘dntimdoffﬁ-{Codiﬁcador}i‘

continuo

discreto quantizado discreto .
digital

Na conversio A/D o estégio de amostragem pode ser tornado isento de
erros, desde que o sinal continuo seja de banda limitada e a freqiiéncia de
amostragem seja adequada. O esta’gio de codificagdo tampouco contamina
o sinal, j& que consiste em uma simples atribuicdo de valores binarios aos
niveis de quantizagao. Quantizagao, eis o estdgio onde sao introduzidos os
erros inevitaveis do processo de conversao.

Deste modo, para analisar os erros da digitalizacdo a primeira pergunta
a encarar é a seguinte: de quantos niveis de quantizacio precisamos? L
muito facil perceber que, quanto maior o nimero destes niveis (ou, equi-
valentemente, quanto menor a largura dos intervalos h) menores os erros
introduzidos pelo processo. Ou seja, quanto mais niveis houver, melhor. O
exemplo abaixo, onde quantizamos um sinal continuo com 3 ou com 7 niveis,
permite a visualizagao deste fato:
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onde na coluna da esquerda aparecem os intervalos de tensoes, em volts, e
nas colunas da direita os niveis de quantizagao e as leituras do mostrador:

‘ intervalo ‘ | nivel | ‘ leitura |
0.00 <z <0.20 0 0.10
0.20 < x < 0.40 1 0.30
0.40 < x < 0.60 2 0.50
0.60 < x < 0.80 3 0.70

Como a largura de cada faixa de quantizagao é de 0.20V e como associ-
amos a cada um destes intervalos o seu valor médio percebemos que o erro
méaximo em cada leitura serd de 0.10V. Se a cada faixa associdssemos um
valor de leitura igual a um dos extremos (superior ou inferior) do intervalo,
qual seria o erro maximo possivel em cada leitura?

Deve estar claro que para diminuir o erro maximo admissivel em cada
leitura devemos usar intervalos de quantizacao estreitos: h é pequeno. Mas
para isto deveremos ser capazes de lidar com um ntimero elevado de niveis
de quantizagao: n é alto. Quando o alcance do sinal que se quer medir for
alto isto pode nao ser muito simples, ou barato.

Supondo que a tensao que se quer medir é representada pelo sinal continuo
abaixo, o instrumento deve ser considerado como um quantizador, e o resul-
tado serd

N ] T
\_‘ ] - -

Muitas pessoas acham que sinais discretos sao importantes porque sao os
tnicos sinais aceitos por computadores digitais. Isto estd errado!

Computadores digitais ndo trabalham com sinais discretos, nem muito
menos com sinais continuos. Computadores digitais aceitam, entendem e
trabalham com sinais digitais.

Um sinal digital é, por definigao, um sinal ao mesmo tempo discreto,
quantizado e codificado. Quando associamos a cada um dos niveis de quan-
tizacdo um numero bindrio temos um sinal codificado. Pronto, estamos
chegando, estes sinais codificados podem ser entendidos por computadores
digitais.

2

A tarefa parece ingrata e a possibilidade de recuperar informagoes so-
bre z(t) a partir de z,(t) ou, equivalentemente, de X (f) a partir de X,(f),
também. Para o caso geral a situacdo ¢é essa, mas para uma determinada
classe de sinais as coisas mudam. Diremos que um sinal continuo é de
banda limitada quando a sua transformada de Fourier é nula acima de
certas freqiiéncias, ou seja

X(f)=0 vpara |f|>fu

Isto significa que o espectro de amplitude de um destes sinais teria o
seguinte formato

X(f)
X(f)=0para f > fyou f<—fp

7fh | fh f

Como em tantas outras situagoes, estes sinais de banda limitada sao abs-
tragbes matemadticas, entidades estudadas porque apresentam propriedades
atraentes e desejaveis. Mas vérios sinais reais e concretos, com grande im-
portancia pratica, podem ser muito bem aproximados por sinais de banda
limitada, o que é uma sorte, senao vejamos. Seja x(¢) um sinal de banda
limitada que é amostrado com uma freqiiéncia de amostragem f,; vejamos o
que acontece ao espectro de z,(t) para trés casos distintos.




/\ ; quando f, — fr > fn

o fa 2f, [

VAN auando f, — fu = fi
fa 2/a !

A quando fo, — fr < fi
fa 2fa !

E bom prestar atengao nestes gréaficos, pois eles proporcionam uma de-
monstragao, simplificada, do famoso Teorema da Amostragem

Teorema 2.2.1 Um sinal z(t) de banda limitada, com faiza de passagem
2fn, pode ser completamente recuperado a partir de wma amostragem x,(t)
efetuada com um freqiiéncia constante e uniforme f, desde que

fa > th

Eis al. Um dos resultados mais importantes do pedago. A mensagem final
do teorema é, no fundo, aquilo que nossas intuigoes ja pressentiam: quanto
maior a taxa de amostragem, mais seguro o procedimento todo. No limite,
quando f, cresce muito, temos periodos de amostragem muito pequenos, e
o sinal x,(t) é praticamente idéntico ao sinal original z(t), como se pode
ver facilmente na amostragem pulsada. Isto também concorda com nossas
intuicoes.

O mais interessante ¢ deixar a taxa de amostragem cair. Até onde se
pode ir sem perigo? Resposta: até 2f,, abaixo disto os problemas aparecem.
Este valor 2f;, alids, recebe o nome de taxa ou freqiiéncia de Nyquist.

Quando um sinal de banda limitada ¢ amostrado com uma freqiiéncia
adequada, um simples filtro passa-baixas permite a sua recuperagao a partir
da amostra. Os efeitos de amostragens com freqiiéncias baixas, ou entao de
amostragens de sinais de banda nao limitada serdo vistos oportunamente.

54 — sinal quantizado

Pode-se dizer que o eixo vertical é “discretizado”. Na figura acima pode-
mos identificar 6 valores ou niveis de quantizagao, desigualmente espagados,
e sendo o primeiros deles a origem: qo = 0, q1, ... ¢s. E importante per-
ceber que um sinal quantizado como este é um sinal continuo constante por
partes.

Para um sinal discreto e quantizado o eixo horizontal também seria dis-
cretizado e apenas pontos da grade resultante podem pertencer ao grafico.

Nas aplicagoes praticas os niveis de quantizacao sao igualmente espagados:

G, G =q+h  Gg=q+2h - Go1=q + (n—1)h

onde h ¢ o intervalo de quantizacao. A distancia A, = ¢,—1—qo entre os niveis
superior e inferior de quantizagao é chamada de alcance da quantizagao.
E imediato notar que Ay = (n — 1)h. Muitas vezes se deseja saber quantos
niveis de quantizacao sao necessérios para cobrir um dado alcance A, com
um intervalo h; a aritmética envolvida é trivial: n =1+ Ag/h.

Dizemos que um sinal continuo e quantizado x4(t) é uma aproximagao
quantizada de um sinal continuo z(¢) quando o sinal de erro e(t) = z(t) —
24(t) é adequadamente “pequeno”. Existem vérios critérios matematicos
para indicar a “pequenez” de sinais, mas neste ponto apelaremos para a
intuicdo dos leitores: um sinal e(t) serd “pequeno” quando estiver sempre
préximo de zero, ou entdo, quando sua integral ao longo do tempo for um
numero real pequeno.

Chamaremos de quantizador um sistema continuo que fornece como
salda uma aproximacao quantizada para a entrada. Muitos instrumentos
modernos podem ser encarados como quantizadores. Imaginemos, por exem-
plo, um voltimetro cujo funcionamento seja descrito pela tabela seguinte,
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No caso geral, qual seria um “bom” substituto discreto para uma dada
H(s)? Gostarfamos de um sistema discreto Hy(z) que imitasse o comporta-
mento de H(s) com tanta fidelidade quanto possivel. A solugao ideal ja é
conhecida:

Hi(2) = H(s)|\_y

Infelizmente esta é uma expressao selvagem e intratavel de z e temos
que nos contentar com aproximagoes. Supondo que temos uma aproximagao,
quao boa é ela? quao bem Hy(z) cumpre seu papel de substituto? quao
proximo estd da solucao ideal H;(z)?

2.6 Sinais quantizados e digitais

Consideremos uma aplicagao f entre os conjuntos D e C:
f:D—C

Quando o dominio D e o contradominio C forem o conjunto IR dos reais
teremos um sinal continuo que, como ja vimos, pode ser representado pelos
simbolos {f(t) | t € IR} ou entao {f(t)} ou ainda f(). Quando o dominio D
é o conjunto Z dos inteiros e C = IR temos as seqiiéncias ou sinais discretos,
simbolizadas por {f(k) | k € Z} ou entao {f(k)} ou ainda f(k).

Diremos que um sinal, continuo ou discreto, é quantizado quando z(t)
(ou x(k), conforme o caso) nao mais é livre para assumir qualquer possivel
valor real, ficando restrito a apenas um nimero finito de valores admissiveis.
Para tornar essa idéia mais rigorosa definiremos um conjunto Q de n niimeros
reais:

OQ={¢c€R|i=0.1,...n—1}={q, q1, --- g1} C R

Os reais ¢; s@o chamados de valores ou niveis de quantizagao. Um
sinal é quantizado quando o contradominio C é o conjunto Q, e as possibili-
dades de interesse sao

f:R— Q ou [ Z— Q

os sinais quantizados continuos e quantizados discretos. Uma ilustracao para
os primeiros ¢é
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2.3 Amostragem Pulsada, Impulsiva e Ins-
tantanea

Retomemos a idéia de amostragem pulsada. Dado um sinal z(t), como o

ilustrado anteriormente, o resultado de uma amostragem com periodo 7', es-

colhido de modo a satisfazer o teorema da amostragem, e duracao de amostra
A, ja apresentada, ¢ aqui repetida

Ta

| [P—

Mmoo
! N
A energia do sinal amostrado x,, medida pela drea sob seu grafico, é
menor do que energia do sinal original x(f), como se percebe visualmente, ¢
isto pode ser muito vantajoso em vérias situagoes. Um ponto interessante
pode ser levantado: no que toca ao teorema da amostragem, a largura dos
pulsos do sinal amostrador é irrelevante, e assim, se diminuirmos o valor
de A a energia de z, diminui mais ainda, e isto nao afeta a recuperacao de
informagoes, que depende apenas do perfodo de amostragem 7. Podemos até
mesmo pensar em um caso limite, quando A — 0. A largura das amostras
seria tao pequena que cada amostra seria apenas um numero real, e o sinal
amostrado seria uma seqiiéncia:

T, passa a ser uma seqiiéncia

I

Esta situagao é chamada de Amostragem Instantanea ou Ideal: dado

ot
ot



um sinal continuo z(t) o seu resultado é um sinal discreto, uma seqiiéncia de-
finida por z,(k) = 2(kT). Se o teorema da amostragem é satisfeito, terfamos
um sinal discreto capaz de substituir um sinal continuo.

Sinal continuo z(t) — sinal discreto {z,} dado por z,(k) = z(kT)

Esta idéia de amostragem instantanea é muito atraente, permite que uma
seqiliéncia represente um sinal continuo, desde que a freqiiéncia de amostra-
gem seja adequada. Mas, infelizmente, uma anélise mais profunda revela que
os dispositivos praticos teriam enormes dificuldades para gerar amostragens
muito estreitas; e é facil ver isto, pois quando A — 0 a energia do sinal z,
também tende a zero, ou seja o amostrador bloqueia completamente o sinal.

Mas algo pode ser feito. Se a altura A dos pulsos do sinal amostrador
nao mais sao unitdrias, mas crescem quando eles ficam estreitos, ou seja, se
impomos A = 1/A, o resultado do processo de limite é um trem de impulsos
unitarios

p(t) =3 6(t — kT)

| [PE— t

T

E estd configurada a amostragem impulsiva: a multiplicacdo de um
sinal continuo z(t) por um trem de impulsos unitdrios igualmente espagados

wa(t) = x()p(t)

= o) S 8t kT)

— Y w5t kT)
k=—o00

= S w(KT)S(t — kT)

Por incrivel que pareca este sinal x,(t) é continuo e podemos representa-
lo graficamente como uma sucessao de impulsos cujas amplitudes dependem
dos valores de z(t) nos instantes de amostragem:

tempo nao é crucial, como por exemplo em processamento “off line” ele deve
ser escolhido. Um diagrama de blocos para representar o algoritmo é

u(k) y(k)

2.5.3 Subtitutos discretos aproximados

Encontramos substitutos discretos para os sistemas mais simples, os integra-
dores. Que dizer de outros sistemas menos triviais, que acontece no caso
geral?

Exemplo 2.5.1 Seja um sistema linear invariante no tempo caracterizado
pelos modelos abaixo
1

H(s) = v (s+a)Y(s)=U(s) = y(t)+ay(t)=u(t)

Este modelo pode ser visualizado por meio do diagrama

u(t) o y(t)

Este diagrama de blocos é uma realizagdo para o modelo continuo, onde
a integragao inerente ao processo original estd enfatizada. Mas jd sabemos
como substituir integradores continuos! Usando, por exemplo, o método tra-
pezoidal.

U(z) Y(z)

A fungao de transferéncia global ficaria
Esta aprozimagao é tao boa quanto a aproximag¢ao usada para o integra-
dor.
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Y(2)=2"Y(2)+TU(z) = Y(2)= %U(z)

donde se calcula a funcao de transferéncia do integrador discreto

T z

Hy(z)

SR S,
1—21 z—1

Este método também produz uma aproximagao boa, e tao rapida quanto
a outra. Um diagrama de blocos para representar o algoritmo é

u(k) + y(k)

Integracao trapezoidal: A =T (u(kT —T) + u(kT))/2
Ao invés de retangulos, um trapézio fornece uma aproximacao claramente
melhor; este método é chamado de método de Newton-Raphson.

u(kT)

™~
Integracao Trapezoidal

método “Newton-Raphson”

| W —T kT T
A equagao de diferencas fica
T T
y(kT) = y(kT —T) + ) w(kT) + Eu(kT -T)

Achando as transformadas

T 142!
T 21—zt

Y(2) =2V (2) + g U(z) + g UGR) = Y(2) U(z)

donde se calcula a funcao de transferéncia do integrador discreto

Tl4z!' T z+1

Hd(2)751727175Z71

Este método produz uma aproximagao melhor que as outras, porém é
mais lento, pois um niimero maior de operagoes tem de ser feito. Quando o
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x, ¢ um sinal continuo

| [
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Impulsos sao idealizagdes muito comodas, pois permitem o estabeleci-
mento de propriedades importantes. Em amostradores reais usariamos pulsos
estreitos, que aproximam bastante bem a situacao ideal.

O importante é perceber que a amostragem impulsiva gera um sinal
continuo z,(t) que corresponde perfeitamente a seqiiéncia z,(k) = x(kT)
resultante da amostragem instantanea. Encontrando a transformada de La-
place:

L{xa(t)} =

S—

TS a(kT)O(t — KT)e
07 =0

00

x(kT) /U* 5(t — kT)e *dt

I
M8

B3
I
o

a(KT)e *T*

I
M2

o
Il

0

O sinal discreto correspondente ¢, como visto acima, a seqiéncia {z,} =
{z(kT)} para a qual podemos encontrar a transformada em z:

0

Z{a.} =Y a(kT)*

k=0
A transformada de Laplace e a transformada em z de sinais correspon-
dentes, comparando-as podemos estabelecer a seguinte ligagao

Z—k e—kTs

ou seja:

. 1
2z — T ou, equivalentemente s 5 Inz

Isto nos permitiria passar do campo continuo ao discreto, e vice-versa,
com uma simples troca de variaveis:



L{za} = Z{za}l.cr e Z{za} = L{za} -

Ou seja, dado um sinal continuo, através da transformada de Laplace de
sua amostragem impulsiva é imediato obter a transformada em z de uma
amostra instantanea, com periodo T', deste sinal. E vice-versa. A relacao
entre as varidveis s e z pode ser estudada mais profundamente:

Il

Il
)

s=o+tjwelC = zeoel=¢Td"co =
lz = WT

Fixando o = 0 e deixando w variar de —oo0 a 0o o complexo s = jw
percorre o eixo imaginédrio do plano s, fronteira importante entre as regioes
estavel e instavel. E facil verificar que a regiao correspondente do plano z
serd dada por z = e/“T. Ou seja, o eixo imaginario do plano s é mapeado na
circunferéncia de raio unitério e centrada na origem do plano z.

J¥ Plano s " /R Plano z
— 5T
z=e
I
‘ - W "

O estudo da estabilidade dos operadores discretos pode ser muito bene-
ficiado por esta correspondéncia: o semiplano esquerdo do plano s seria ma-
peado no interior da circunferéncia acima, indicando que a regidao “estével”
para os operadores discretos é o circulo, ou disco de raio unitario e centrado
na origem.

Outra aplicagao interessante refere-se a amostragem de sinais senoidais.
Seja o sinal senoidal

z1(t) = senwpt, com periodo T = 21 e fo= i %
wo To 2w
Este sinal é caracterizado, como bem sabemos, pelos pélos de sua trans-
formada de Laplace, os pontos £jwy, no eixo imaginario. Discretizando este
sinal por meio de uma amostragem instantanea de periodo 7T, obterfamos a
seqiiéncia

{z,} definida por z,(k) = x(kT,) = sen (woT,k)

s Integracao Retangular

método “‘Backward Euler”’

| kT —T kT T

A equacao de diferengas fica
y(kT) =y(kT —T) + Tu(kT —T)

Achando as transformadas

V() = oY) 4T U() —  Y(o) = 1T_Z—;1U(z)

donde se calcula a fungao de transferéncia do integrador discreto

Tzt 1

Este método produz uma aproximagao boa e rdpida. Um diagrama de
blocos para representar o algoritmo ¢é

Integragao retangular: A = Tu(kT)

Este método também é chamado de método de Euler avangado.
u(kT)

7

Integracao Retangular
método “Forward Euler”’

\ KT —T kT T

A equacao de diferengas fica
y(kT) = y(kT — T) + Tu(kT)

Achando as transformadas
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Como sempre, a integral pode ser associada a area sob a curva da entrada.

@ y(t) = Jyu(r)dr

\ ¢ T

Amostrando o sinal u com periodo T" temos a entrada para o substituto
discreto.

- u
/‘/ m u(kT)- y(kT)
kT T

Dada a seqiiéncia {u(kT)} gostariamos de encontrar a seqiiéncia de saida
{y(kT)} de tal modo que

kT
y(kT) = / u(T)dr
0
onde u(7) é o sinal continuo que gera {u(kT)}. Podemos trivialmente de-
compor a integral em

y(kT) = /UkTiTu(T)dT [

Ydr =y(kT —T)+ A

kT-T

onde A é a drea sob a curva de u(7) entre o k-ésimo instante de amostragem
e o instante anterior. Expressando A em termos de y e de u encontraremos
uma equacao de diferengas que representa a integragao discreta. Existem
vérias possiveis maneiras de escolher tal aproximagao para A, analisaremos
apenas trés dentre as mais comumente usadas.

Integracgao retangular: A = Tu(kT —1T)

Por motivos ébvios este método é chamado de integragao retangular, ou
entao método de Euler atrasado.
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cuja transformada em z, designada por X,(z) ¢ caracterizada pelos pontos
e/oTe ¢ g=i«0Ta  complexos conjugados na circunferéncia de raio unitario.
Para estabelecer este fato basta analisar a expressao

zsen 6y zsen g

Xalz) = 22 —2cosfpz+1 (2 —cosfy — jsen ) (z — cos by + jsen )
onde 6y = wT,.

Para um valor fixo de wy, se T, for muito pequeno, ou, equivalentemente,
a freqiiéncia de amostragem f, for muito alta, os pontos e™“0e tendem
ao ponto ¢/ = 1, a extremidade mais & direita da circunferéncia. Para
amostragens menos seguras, ou seja, quando a freqiéncia f, cai e o perfodo
T, aumenta, estes pontos migram para a esquerda da circunferéncia. Até
onde? Pelo teorema da Amostragem, o processo ¢ seguro se e somente se

1 w
fa>2fo<:>7>—°<:>00:w0n<w
a m

O limite das amostragens seguras é entao o ponto €/, a extremidade mais
a esquerda da circunferancia.

Seja agora outro sinal x,(t) = sen (wy + w,)t, com w, = 27/T,. Esta
sendide tem freqiiéncia mais alta que a do sinal anterior. Supondo que usamos
uma amostragem segura para x7, os leitores sdo convidados a encontrar a
posicao no plano z dos pontos que caracterizam a seqiiéncia {z,} definida
por zo(k) = x2(kT,). Nao apenas a encontrar estas posigoes, mas também,
e principalmente, a interpretar estes resultados.

Considere os complexos s; = o+ jw e sy = 0+ j(w—+w,) onde w, = 27/T,.
Achando os correspondentes no plano z:

S1=0+jw —— z =e el
S3= 04 (Wt wa) o zp = e Tagioron)ls — ol gi(Turtn) — o

Simples, e mostra que o plano s pode ser dividido em fatias horizontais de
largura w,, das quais as duas adjacentes, que se ligam pelo eixo real, formam
o que se poderia chamar de faixa bésica: pontos de outras fatias sempre
coincidirdo com imagens de pontos da faixa bdsica.



2.4 Aspectos Importantes da Amostragem

A idéia é relacionar propriedades do sinal continuo z(¢) e do sinal discreto
z4(k) = z(kT') e descobrir como estas propriedades dependem da freqiiéncia
de amostragem f, = 1/T. A seqiiéncia z,(k) = x(kT) é chamada de dis-
cretizacdo com periodo 7' do sinal x(f), ou seja, é o resultado de uma
amostragem instantanea de x(t).

A amostragem instantanea tem uma importancia tedrica grande, pois
associa a um sinal z(¢) uma seqiéncia, funcionando assim como canal de
ligagao entre os mundos continuo e discreto. Mas é bom deixar claro que
a amostragem instantanea é um recurso abstrato, um artificio para facilitar
as coisas, e que para estabelecer formalmente alguns resultados é necessério
usar os conceitos de amostragem impulsiva. A se¢ao anterior mostra como
estas amostragens (a instantanea e a impulsiva) produzem resultados corres-
pondentes, e assim vamos 14, comegando por encontrar a série de Fourier do
trem de impulsos:

> . T/2 ) 1
pt)= 3 Cre?™ et onde Cy = / 2y SN = = ),

k=—o0c
0 que permitiria a obten¢ao da transformada de Fourier do sinal z,(t), re-
sultado da amostragem impulsiva de x(t), e que, lembremos, é um sinal

continuo, por estranho que possa parecer. Sendo X(f) a transformada de
Fourier de z(t), chegarfamos a

Xo(f)=fo S X(f — kf)
k=—00

ou seja, copias idénticas do espectro de z(t) multiplicadas por f, e espagadas
entre si por f,. Supondo que o sinal original é de banda limitada e que a
taxa f, foi bem escolhida teremos
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2.5.1 Substitutos Discretos

O problema bdsico, apresentado acima, é: dado um sistema continuo en-
contrar, se existir, um sistema discreto que, quando alimentado com uma
amostragem da entrada do SC fornece como saida uma amostragem da saida
do SC.

Sendo H(s) o modelo do sistema continuo podemos tentar um primeiro
palpite: serd que

Hy(z) = H()l,_.

se qualifica como substituto discreto? Para facilitar a analise, sendo o sistema
continuo um integrador o sistema discreto descrito por

Sls=z z

integra as seqiiéncias que lhe sao aplicadas como entradas? Ou seja, quando
u = 1(k) a safda correspondente serd y = k 1(k)? E claro que 2~ nao cumpre
esta tarefa, pois este sistema atrasa unitariamente qualquer seqiiéncia de
entrada. Continuamos no mercado, buscando um bom substituto discreto.
Lembremos a segao sobre amostragem, quando se deduziu a rela¢ao fun-
damental entre os campos continuo e discreto, sintetizada das expressoes

. 1
z=e€ ou, equivalentemente s = T Inz

Daqui podemos deduzir o Substituto Discreto Ideal:

Ho(z) = H()|oy s
Mas isto acarreta problemas: a fungao de transferéncia discreta nao é
racional, é uma funcao intratdvel de z. A partir desta constata¢io somos
forgados a procurar os chamados Substitutos Discretos Aproximados.
Vamos comegar com uma classe importante de sistemas, os integradores.

2.5.2 Integragao numérica

Também chamada de integragao discreta. Para a integracao continua temos
H(s)=1/s ou

u() y()

B
Le



dispositivo fisico comportamento muito similar a H(s)

Durante muitos anos as coisas funcionavam exatamente dessa maneira,
sempre. E ainda funcionam, mas nao mais em todas
entra em cena um novo personagem. Uma questdo muito natural é: ao
invés de usar os tipos de componentes acima listados e separados por todos
aqueles e/ous, para sintetizar uma dada H(s), seria possivel usar outras
coisas? Os computadores digitais sdo, a cada minuto, mais poderosos e
baratos; poderfamos usa-los?

Raciocinemos. Temos uma situacao continua, modelada por um sistema
que transforma uma dada entrada w(t) em uma saida y(t).

s ocasioes, pois agora

u(t)

y(t)

Um computador digital lida com sinais digitais, claro, mas como vimos
anteriormente, todo o material de sinais e sistemas discretos pode ser usado
para facilitar o seu estudo. Em outras palavras, um computador digital,
quando nos abstraimos de alguns detalhes, pode ser encarado como um sis-
tema discreto, o que conduz a pergunta: dado um sistema continuo, existiria
um sistema discreto tal que quando excitado pela seqiiéncia resultante da
amostragem da entrada continua u(t), sua saida fosse a seqiiéncia resultante
da amostragem da saida continua y(¢)?

u(kT) y(kT

Se tal sistema existir, serd ele também linear quando o sistema continuo
for? Se sim, qual seria sua fun¢do de transferéncia Hy(z)? Deve ficar claro
que a existéncia de tal versao discreta para H(s) ¢ extremamente desejdvel
porque possibilita o uso de computadores digitais para sintetizar fungoes de
transferéncia continuas. Abrem-se os campos, vastos, novos e importantes,
de filtros digitais e controle digital; estamos comegando a arranhar sua su-
perficie.
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(1) 51 Xl

[/ ! T af, "/

O método de recuperagao do sinal original z(¢) a partir das amostras
contidas em x,(t) salta aos olhos: basta um filtro passa-baixas com freqiiéncia
de corte entre f, e f, — fn.

o0) o alt) [ a) E——JUﬂf
p(t) = 6(t — KT) ho<h<focto

Os efeitos de uma amostragem com baixa freqiiéncia, inferior & de Ny-
quist, ficam claros. Para o sinal acima terfamos

X(f)
fa<2fn
[ fn f

Apés o filtro passa-baixas de recuperagao obterfamos um sinal com es-
pectro do tipo

f

\ !

Este fenémeno causado por freqiiéncias de amostragem muito baixas é
chamado de “aliasing” e indica sérias dificuldades e mesmo impossibilidades
para se recuperar o sinal original a partir das amostras. Para a visualizagao
deste efeito no dominio do tempo consideremos o gréafico de um sinal continuo
e o de sua discretizacao (amostragem instanténea) feita com taxa segura:
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| t | k

As amostras estdo préximas umas das outras e permitem uma ficil re-
construgao do sinal. Isto pode ser feito até mesmo de maneira grafica, unindo
amostras consecutivas por segmentos de retas e assim gerando reconstitui¢oes
aproximadas mas razodveis. J4 quando a amostragem é insuficiente terfamos
poucas amostras, e muito espagadas entre si:

z(t) zq(k)

\ t | k

Muitas opgoes poderiam servir, com escolher uma dentre elas?

A amostragem de sendides fornece outra ilustracao simples e direta. A
partir do sinal z;(¢) = senwypt, usando como taxa o limite inferior de segu-
ranca T, = 7/wy = Ty/2 capturarfamos apenas os pontos onde a curva se
anula, ou seja, z,(k) = 0 Vk.

2.5 Uso de Sistemas Discretos

Voltemos a atengao, por alguns instantes, para duas situagoes da vida real
onde sistemas continuos sao usados. A primeira delas envolve uma cadeia de
transmissao e recepgao de sinais por meio de ondas de radio. Se for usada a
modulagao de amplitude o esquema resultante é, como j& vimos, representado
por

Transmissor Receptor
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Tudo esta pronto, exceto o filtro do receptor. Seu projetista coleta os
dados globais necessérios, a banda de passagem, etc, e seu resultado final é
sempre algo do tipo:

O filtro desejado deve ter a resposta ao impulso h(t)
ou entao
O filtro desejado deve ter a func¢ao de transferéncia H(s).

A outra situagdo mencionada refere-se a um sistema, caracterizado pela
fungao de transferéncia G(s), com caracteristicas indesejadas que devem ser
modificadas. Como fazer? Essa é uma longa e maravilhosa histéria que pode
estar comegando agora para os leitores afortunados, e que pode prosseguir
por vidas afora. Deixando de fora os excitantes detalhes, quase sempre as
boas solugbes envolvem a construgao de um sistema chamado compensador
que deve ser conectado ao sistema original de acordo com o esquema seguinte.

¢ determinar as caracteristicas do

A tarefa do especialista em Controle
compensador necessario e seu resiltado final serd, quase sempre, algo do tipo:

O compensador desejado deve ter a resposta ao impulso ¢(t)
ou entao
O compensador desejado deve ter a fungao de transferéncia C(s).

Estas situagoes sao semelhantes, pois o primeiro passo de projeto requer
a construcgao de um sistema que apresente uma certa fun¢ao de transferancia
desejada H(s). Como se pode conseguir isso?

Neste ponto entra o engenheiro de circuitos que sabe muito bem como
resolver este tipo de problema. Dada a tal H(s) ele langa mao de resistores
e/ou capacitores e/ou indutores e/ou transformadores e/ou amplificadores
operacionais e/ou o que mais houver no seu almoxarifado que seja necessdrio,
faz com estes ingredientes e com as receitas normais do seu ramo uma sabia
pocao e voila, temos pronto um sistema real e concreto, uma “caixa” cheia
de componentes, um dispositivo fisico cujo comportamento é muito préximo
ao comportamento modelado por G(s) e de devera ser usada na solucao do
problema real original.
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