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Parte I — Projeto de Sistemas de Controle
Continuos no Espaco de Estados

1. Representacao no Espago de Estados (Revisao)

José Gabriel R. C. Gomes (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula 25-set-2009



1.1. FCC (Forma Canonica Controla

u(t) — Gls) = y(t)

Y™ £ ay™ D 4 ay™ 2 4+ any = biu™ 4+ boul™ Y £ 4 bgu

Vamos considerar m <n
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a) Caso particular em que n =3 e m = 2:

y" + a1y” + asy’ + azy = biu” + bou' + bzu

Assumindo condigdes iniciais nulas (y(0) = 0, y'(0) = 0, y”(0) = 0)
Y (s)(s® + a15? + ags + az) = U(s)(b15% + bas + b3)

Funcao de Transferéncia:

Y (s) bis® + bas + by
U(s)  s3+a1s® +ass+as
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Escolha das varidveis de estado

x1

x3

. . E(s) 1
Considere E(s) definido por Us) ~ S Fars? fasstas
"+ are” 4+ aged + aze = wu
! ! !
1 T2 T3
z’; = x9 { T :| |: —ai —az —a3 } |:
z? =z = To = 1 0 0
] =u—ai1xr] —axT2 — azry T3 0 1 0
. Y(s) _, o . Y(s)  E(s)
Note também que W = b1s* + bas + bz (pois W W =
1
Yy = bie’” + boe’ + bze = Yy = [ b1 ba b3 } 2
x3

s (UFRJ)
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Diagrama de Blocos

S

u(t)

e Todos os estados sao realimentados para a entrada (também
chamada de controle).

o Esta representagao é util para o projeto de controladores.
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b) Caso Geral:

b1s™ 4+ ...+ bt

G(s) = a1 tan ,onde m =n — 1.
1
—a1 —az —a3 —ap-1 —an 0
1 0 0 0 0 0
Fec = 0 1 0 - 0 0 Gee =
0 0 0 1 0 8
Hec=[ b1 b2 b3 ... bm bm;gr | Jee = 0 (assumindo m < n)

%x(t) = Feex(t) + Geeu(t)
y(t) = Heex(t) + Jecu(t)

Notagao simplificada:

X = Fcex + Gecu
y = Hcex + Jecu (ou simplesmente Ju)
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Esem=n?

EXEMPLO #1:

252 +10s+ 8 s2+55+6

2(s +1)(s +4) 252 +10s + 8 252 + 10s + 12 2
G(s) = = 2
(s+2)(s+3) s°+05s+6 L
—4
—4
Ge) =2+ —2r5,76
U(s)

Entdo: Y (s) = —4E(s) + 2U(s), onde E(s) =

e 4+ B + 6e = u
l 1
1 o

s (UFRJ)

EEL760 — Notas de Aula

s2+55+6

—4e 2u

1

T2

+

Yy =
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Continuacao do Exemplo #1:

e’ + 5 4+ 6e = wu y = —4de + 2u
! 1 1
x1 x2 T2
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. FCM (Forma Canoénica Modal)

Expansao em fragoes parciais

b1s™ + ...+ bmt1 A Az An

s"+ar1s" L4+, . +an s—p1 + s — po Tt S — pn

G(s) =

Associagao de blocos em paralelo

A An "
Y(s) = ﬁU(s) tot DU = V()= 3 Xi(s)  (Opgio 1)
i=1
X1(s) Xn(s)
Y(s) = A1 % +... 4 A, % = Y(s) =) AiXi(s) (Opgao 2)
=1
X1(S) Xn(s)

H4 pelo menos duas opgoes para a escolha das varidveis de estado. E também possivel usar
combinagdes destas duas opcdes.
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X = chx + Gcm’LL

Notagao: y = Hemx + Jemu (ou Ju)

EXEMPLO #2:

—4 Ay Ao
Gls) =2+ s2+55+6 =2+ s+ 2 + s+ 3
—4 —4
Al = =—4 Ag = =4
! s+ 3 s o 2 s+ 2 e=—3
—4 4
G(s) = ) + 513 +2
1 /
X1(s) ) U(s) — z} = —2z1+u
1 !
Xoa(s) = ﬁU(S) — zh = —-3x2+u
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Continuagdao do EXEMPLO #2:

Y(s) = —4X1(s) +4Xa(s) + 2U(s) — y(t) = —4z1(t) + 4z2(t) + 2u(t)

y(t)

Dois modos
desacoplados

Obs.: os pélos multiplos devem ser agrupados em um sé bloco (ver exemplo no site) com modos
acoplados, isto é, um bloco envolvendo mais de um integrador. O mesmo deve ser feito com os pélos
complexos. Estes casos serao tratados mais frequentemente através da FCC e da FCO.
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1sformagao Linear das Variaveis de Estado

x = Tz, det(T) #0
x: Representagao original no espaco de estados

z: Nova representagao no espago de estados

x =Fx+ Gu -7 Tz =FTz + Gu z=T 'FTz+ T 'Gu
y=Hx+ Ju x=1% y=HTz+ Ju - y=HTz+ Ju
F, =T 'FT
Entao: z=Fzz+ Ggu onde Gz =T G
: y:HZz+JZu ’ HZ:HT
Jz = J

A notagao utilizada seréd:

=T
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EXEMPLO #3: Particao e multiplicacdo de matrizes em blocos

2|0 1 1] 1 =1
AB=|1]1 -1 |.| —2] -2 3 | =1 (note que A = B~1)
2 1 0 -1 -2 2
{ A1 | Ao } { By | Bio ] _ [ A11B11 +A12B2; A;1Bia + A12Bao
Az | Az || Bai | Baa - A21B11 + A22B2; A21Bi2 + Ag2Bao

A11B11 +A2B1=2-1=1

ABia+ApBa=[2 -2 ]+[ -2 2]=[0 0]

A21B11 + A22Bo; =

—
N =
[E—
+
—
|1
N =
[E—
Il
—
o O
[E—

1 —1 0 1 1 0
A21B12+A22B22:|:2 _2}—%{_2 3}={ }
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Autovalores e Autovetores:
FERnxn —)Fti:)‘iti i i:1,2,...,n;ti #0

t;: i-ésimo autovetor
Ai: 1-ésimo autovalor

(F — X\;I)t; = 0. Para encontrar \;, use: t; # 0 = det(F — \;I) =0

Diagonalizagao: i1 =ity
© Fto = Aoto
Ent3o: F[t1\t2]:[t1‘t2}{/\01 )(\)2]
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EXEMPLO #4: F = { (ver Exemplos #1 e #2)

1 0
Autovalores: | — F| = ‘ A9 ‘ — A2 BA46=0= A =—2cA =3
Autovetores:  (F —A\I)t1 =0 (F—X2Dta =0
Al = —2: Ao = —3:
3 6 t11 _ 2 6 t12 _
e N R
tor =1=>1t11 = -2 too =1 = t12 = —3

[ el

Obs.: note que, para qualquer T|det(T) # 0, os autovalores de T™1FT sio iguais aos
autovalores de F, dados por |F — A\I| = 0:

[T7'FT — M| = T 'FT - T I\IT| = |[T"YF - AI)T| = [T~ }||F — A\I||T| = |F - \]|
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x =Fx+ Gu

y=Hx+ Ju
[

onde T = t1 to

EXEMPLO #5:

José Gabriel R. C. Gor

% = Tz Z = chz + Gcmu
— y = Hcmz + Jemu

tn é a matriz dos autovetores t; de F:

1
X + { } u
! 0 } 0 (do EXEMPLO #1)

y:[() —4]x+2u
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Continuagdao do EXEMPLO #5:

e )[R ][ 2]

Hem=[ 0 74]{’2 ’3}:[74 -4 ]

Jem = 2
Obs.1: compare com o diagrama de blocos do EXEMPLO #2.

Obs.2: nos casos em que hé pdlos miltiplos, podemos utilizar autovetores generalizados (ver
exemplo no site) — por exemplo, (F — X\;I)v; = t; — para a obtencéo e Fem na forma de
Jordan (e ndo na forma diagonal).
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X=FX+GU iZFCCz-‘chcu
y=Hx+ Ju — y = Heez + Jecu

Fce = T lFT
Considere: FecT- ! =T IF
FccP = PF

Exemplo de 3% ordem:

—a1 —az2 —as — P1
1 0 0 — p2 — | =
0 1 0 — ps  —

P1

nplfo 1 0]| p2 |=psF =
p3
P1

2)[1 0 0]] p2 | =pF =

p3

— b1
— P2
- P3
p2 = psF
p1 = p2F

de Aula
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Além disso, T!'G = Gee:

i p1 i
_ P2 _

1

= 0

Sk
[0 vre pre <[ 0 1]

|
G
!

{yv[A B]=[yA yB]}

ps| G FG F°G |=[0 0 1]

C: matriz de controlabilidade do sistema (F, G).

pa=[0 0 1]c|

José Gabriel R. C. Gomes (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula 25-set-2009 20 / 267



Em resumo: para converter de F para F.. queremos saber T—1 (=P):

Q Calcular C=[ G FG ... F"7'G |;
@ Calcularp,=[ 0 0 ... 1 ]Cc7%
pnanl
pnFn—2
@ Calcular P = .
Pn

EXEMPLO #6: FCM:
y = [ —4 -4 } X + 2u

2t-2009
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Continuagdao do EXEMPLO #6:

pir=pF=] -2 -3 ]

e[2 3] o e[ ]

Fcc:TleT:{ -2 -3 } { —2 g

1 1 0 —
Gee = TG = —2 -3 1 _ 1
~ 1 1 —1 0
Entao:
1 3
HCC:HT:[—4 —4}|:_1 _2:|:[0 —4}
Jec=J =2

Compare estes resultados com a FCC do EXEMPLO #1.

s (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula



1.6. Controlabilidade

@ F e G descrevem um sistema controldvel < detC # 0.

!
Fu(t), t € [to,tf] [Vx(to), X(tf) =0

@ Assumindo que um sistema , H, J é controldvel (ou seja,
cC=[ G FG ... F~1G ] é ndo singular) e que x = Taz:

z=Fzz + Ggzu
y=Hgzz + Jzu

Tem-se:

2= 6. wa, ... Flg, |

¢,=[ T7'¢ T 'FfTT!'G ... (TT'FT)" !T!G ] {(AB)*:B”A*}
¢;=[ T7'¢ T 'Ffe ... T7'F"lG ]

Portanto, o sistema Fz, Gz, Hz, J. é controldvel também: det(C) # 0 = det(Cz) # 0.
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1.7. FCO (Forma Canonica Observavel)

ut) —> Gls) — y(t)

Y™ + a1y D +ay™2 4+ any = biu™ + boul™ Y £ 4 by
Vamos considerar m < n
a) Caso particular em que n =3 e m = 2:

YY" + a1y + agy’ + azy = biu” + bou + bzu
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Supondo que u e y sao conhecidos:

"

byu — azy = y" + ary’ + asy’ — biu” — byu’

Y+ ary +axy — biu' —bou

v+ ay — b

Y+ ary — b

Aula



Todos os loops de realimentagao usam a saida.
Dualidade com relacao ao diagrama de blocos da FCC.

Equacoes de estado:

= —ajz1 +xz2 +biu T —aq 1 0 xq by
= —agx] + x3 + bau = To = —az 0 1 To + bo u
= —a3zz1 + b3zu T3 —as 0 0 T3 b3




b) Caso Geral:

bis™ + ... +bm
Gs) = — e
s +ars +...+an

,onde m =n — 1.

X = FCOX -+ Gco’u
y = Hcox + Jeou (ou simplesmente Ju)

—ay 1 0 0 b1
—asg 0 1 0 bo
—as o o0 ... 0 b3
Fco = . . . Geco =
—an—-1 0 O 1 bm

|
e

=
=)
o
o

bm+1

Jeco = 0 (assumindo m < n)

EEL760 — Notas de Aula



José Gabriel R. C. Go

1sformagao Linear para a FCO

x =Fx+ Gu 7z = Fcoz + Geou

y=Hx+ Ju )LZ—E y = Hcoz + Jecou
Fco =T 'FT

Considere:
TFco = FT

Exemplo de 3% ordem:

t1 to t3 —az

[y

2) [ t1 to ts } 0

1
0
0
0
1) [ t1 to t3 } 1 = Ft3 =
0
:| = Fto =

EEL760 — Notas de Aula
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Além disso, HT = Hco:

[*H*} t1 tQZ{lo@]

Hts [0]
HFt; |=]| 0
HF?t3 1
[ H 0
HF |[ts=1| 0
| HF? 1

O: matriz de observabilidade do sistema (F, H).

ts=0"1] 0

25-set-2009 29 / 267
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Em resumo: para converter de F para F., queremos saber T

H
HF
@ Calcular O = . ;
HF" !
0
0
@ Calcular t, = 0! o
1
@ Calcular T = [ Fr—1t, F" 2, ... t, }

Observabilidade: F e H descrevem um sistema observdvel < det(O) # 0.
1
A equagao de estados linear x = Fx; y = Hx, com x(to) = xo,
é chamada de observdvel em [to,tf] se o estado inicial
for determinado unicamente por y(t), para t € [to, t¢].

Ver no website — Lista de Exercicios #1
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Parte I — Projeto de Sistemas de Controle
Continuos no Espaco de Estados

2. Resposta Dinamica a partir das Equacgoes de Estado

riel R. C. Gomes (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula 25-set-2009 31 / 267



df (t)

] = sre) - 1)

Lembrando que: £ [

Temos entao: L [x = Fx + Gu]

sX(s) — x(0) = FX(s) + GU(s)

sX(s) — FX(s) = GU(s) + x(0)

(sI — F)X(s) = GU(s) + x(0)

X(s) = (sI — F)"1GU(s) + (sI — F) " 1x(0)

mas: Y (s) = HX(s) + JU(s),

entdao: Y (s) = H(sI — F)flGU(s) + JU(s) + H(sI — F)flx(O) — | y(t) = L7 Y (9)]

Yzs(s) Yz1(s)

Y75 (s): resposta ao estado zero
Yy1(s): resposta a entrada zero

Y
G(s) a partir das equacdes de estado: G(s) = %

x(0)=0

G(s) =H(sI—-F)~'a + J‘

EEL760 — Notas de Aula



bis + bo

EXEMPLO #7: G(s) = — 5~ —

— 1 b
Fco:[_Z; 0} Gcoi{b;} Heo=[1 0] Jeo=0
s+a —1
(SI—Fco):|: a21 . :|

s 1

—az 8+a1} |:b1:|: [ 1]{22}

e |
Heo(sI—Fco) ™" Geo [ Lo ] s24ais+as ba s2 4+ a1s+as
Obs.: A transformacéo linear x = Tz n&o altera G(s).

F. =T 'FT G.=T"1G H. =HT J,=J

G(s) =HT(T 'SIT - T 'FT) " 'T !'G+J=HTT !SI - F) 'TT !G4+ J=H(GI-F)"'G + J

. Gom (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula



2.1. Pélos e Zeros a partir das Equacoes de Estado

Pdlos — representam modos p; naturais do sistema: modos nos quais héd resposta y(t)
quando u(t) =0 e x(0) # 0.

i-ésimo pélo: considere x(0) = xo # 0 tal que x(t) = ePitxg.

Substituindo em x = Fx:

piePitxg = FePitxq
Fxo = pixo
(F—piD)xo=0

Entao, os pdlos do sistema sdo os autovalores de F:

det(F — p;I) =0

Equagao caracteristica da matriz F: ’ det(sI—F) =0 ‘ ou ’ a(s) =0 ‘

Polinémio caracteristico da matriz F: a(s) = det(sI — F)

1 R. C. Gom: (UFRJ) EEL760 — N de Aula



Zeros — modos z; nos quais y(t) = 0 quando u(t) = uge®it.

Considere x(t) = xpe®!. Substituindo x(t) em x = Fx + Gu:

zie*itxg = Fxge?it + Guge®it

I — _ X0 _
[ (z:I—-F) G ] { o } =0 Eq. (1)
Substituindo em y = Hx + Ju:
Hxge?it + JugeZit =0
[ H J}[’Jg}:o Eq. (2)

Concatenando as Equagdes (1) e (2), temos:

 F )z

. Gom (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula



Para que a Equagdo (3) tenha uma solugdo néao-trivial, { ﬁo }

R

Obs.: uma forma alternativa de se calcular G(s) é:

I
—
o o
[

sI-F -G
H J

Gls) = ‘ [sI— F|

EXEMPLO #§8:

—a1 1

Feo = [ —az O

a2 s —ba | =b1s+ by = bis+bx=0 Ok, ver EXEMPLO #7.
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Parte I — Projeto de Sistemas de Controle
Continuos no Espaco de Estados

3. Projeto de Controladores
(Realimentagao de Estados)

Hipdtese: x(t) é conhecido (mais detalhes na Segéo 5).

Pdlos do sistema realimentado: ac(s) =0 (mais detalhes na Secdo 4).

riel R. C. Gomes (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula 25-set-2009
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3.1. Regra de Controle

1

T2
Fazemos u(t) = —Kx(t), ou seja u = — [ k1 ko L. kn ]

Tn
Existem n pardmetros livres: [ k1 ko . kn }

Sistema em malha fechada (mas ainda sem entrada de referéncia):

x=Fx+ Gu —_— x = Fx — GKx — x = (F — GK)x

Equagao caracteristica: det(sI — F + GK) =0

Polinémio caracteristico que desejamos obter (pélos desejados): ac(s) = (s —p1)(s —p2)...(s —pn) =0

Entao, basta ”casar os coeficientes” na equacdo: | [sI — F + GK| = (s —p1)...(s — pn)




. _ —1 0 |. _ 1/3 1. _ _
EXEMPLO #09: F = o —a } Gf[ 173 ] H=[1 1]; J=0
(é a representagao de G(s) = ﬁil na FCM)
P < - s +5s+4
Pélos desejados: p; = —2 e pg = —3. K =7
s+1+%k1 %kz
|sI—F + GK| = N N =
——k s+4— ——ko
3 3
5 1 1 1 k1ko
=s"+ |1+ ——Fk +4— ka|s+ |1+ ——F1 4— —ko| + ————
3 3 3 9
1 1
5+T(k1*k2) 4+T(4k1*k2)
ac(s) =(s+2)(s+3)=s>+5s+6
1
T(kl—k2)+5:5 = k1 = ko
Entao:
4+%(4k1—k2):6 = k1 =2 = K=[ 2 2 ]

EXEMPLO #10: Péndulo — ver livro-texto p. 380 e p. 381 (segunda edigdao) ou p. 517 e p. 518 (quarta
edigdo).
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Upper Companion Matrix: a primeira linha de F¢c “acompanha” os coeficientes de

a(s). Considere a(s) = |sI — Fecl:

n:2:‘ sta a2 ‘:32+a15+a2
-1 s
s+ ay as as .
n = 3: -1 s 0 :53+a152+a25+a3
0 -1 s

0 -1 s 0 -1 s 0
0 |+as 0 —1 0 —agq 0 —1 s
s 0 0 s 0 0 —1
s3 —s? s -1
n qualquer:
s+ a; s ag (%
R ' meeeeeeememm-m-m----------= -
v -1 ! s ' 0 0 ' g1
'
: : ! e
v 0 i -1 1 s 0 !
: : - !
'
' ' H ! _qn—2
| , ' . .7 5
: : - h
' 0 ' 0 H 0 S '




gra de Controle a partir da FCC

Para o sistema X = Fcex + Gecu em malha fechada (com u = —Kx):
[ —a1 —as L. —an 1
1 0 S 0 0
Fce — GecK = . . . . — . [ k1 k2 ... kn |
L O 0 . 0 0
—a1 — ki —az2 — k2 —an — kn
1 0 0
L 0 0 0

A equagdo caracteristica |sI — Fec + GecK| é: s™ + (a1 +k1)s" L+ ...+ an+kn =0

O polinémio caracteristico desejado é:

ac(s) =(s—p1)(s—p2)...(s—pn) ="+ 18" L +...+a, =0.

Comparando os coeficientes, temos: ’ ki=a;—a;,,i=1,...,n.
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1

EXEMPLO #11: G(s) = S isstd

. Pélos desejados: ac(s) = s2 + 5s + 6.

Considerando a planta G(s) representada na FCC, temos:

> o
[
B o
Il
N O

N o=
I
oo

s+5+k 4+ k
= Kec=[ 0 2 ] <|SI—Fcc+Gchcc|: +_1~_ ! -: 2 D

No EXEMPLO #9, tinhamos obtido Kem = [ 2 2 ]

K depende da representagao no espaco de estados.

No EXEMPLO #9: x = Femx + Gemu.
No EXEMPLO #11 z = Fccz + C—}cc’u,7 onde Fce = TichmT. T=7

Célculo de T:

Cem = [ Gem  FemGem } = { 71?3 _iég } = anll = { le } ]
po=[0 1]Cm=[1 1] = pi=pFem=] -1 -4 ]

—1 —4 1 1 4
S I IR S
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O controlador projetado no EXEMPLO #11 foi u = —Kccz, mas z = Px.

Entao: u=—KccPx
u—f[O 2]{_} _le}x
u—7[2 2]x
——

Kcm conforme calculado no EXEMPLO #9.

Conclusao:
Dados:
- . x =Fx+ Gu
@ Representacao em forma qualquer: { y=Hx+ Ju

@ Pdlos desejados, representados por ac(s)

Executar os seguintes passos:

Q Transformar F para Fcc usando x = Tz

@ Obter Kcc por inspegdo (k; = a; — a;)
© Transformar Kcc de volta para a representagao original:

EEL760 — Notas de Aula
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3.3. Férmula de Ackermann (para o posicionamento

dos polos)

Resume os passos 1, 2 e 3 do slide anterior, facilitando o cédlculo de K.

x=Fx+ Gu
Dados: y=Hx+ Ju

ac(s)

Faz-se | K=[ 0 0 ... 0 1 ]cflac(F)‘7

onde C = [ G FG ... Frlg ] e ac(F) =F' 4+ F" 14 quF" 24 4aq,l
[ -1 o0 [ 1/3

EXEMPLO #12:  Fem = { 0 4 } Gem = { s }

ac(s) =s2+55+6 Kcem = 7 (repetigdo do EXEMPLO #9)
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Continuagao do Exemplo #12:
-1 o0]? -1 0 1 0 2 0
"‘C(ch):{ 0 4}*5{ 0 4}*6{0 1}:{0 2}

Entdo: Kem = [ 0 1}{4 1H2 0} = |[Km=[2 2]]

Observacgoes

1) Se det(C) # 0, entao é possivel (3T|) F — F¢e (usando x = Tz).
Portanto, é possivel colocar os pélos do sistema (em malha
fechada) em qualquer posigao desejavel. A planta é controlavel.

2) Planta nao-controlavel (det(C) = 0): pelo menos um dos modos
naturais da planta nao esta acoplado a entrada da mesma.

José Gabriel R. C. Gomes (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula 25-set-2009 45 / 267



3) Baixa controlabilidade = ganhos k; altos

4) Mover pdlos para posicoes finais (em malha fechada) distantes das
posicoes originais (em malha aberta) = ganhos k; altos

5) Calculo de K no MATLAB:

> F=[-10; 0-4]; G =[1/3 ; -1/3];
>> p = [-2 -3]
>> K = acker(F,G,p);

ou >> K = place(F,G,p);
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Aplicacao da Entrada de Referéncia

Primeira idéia seria: u(t) = Kx(¢) + r(t)

x=(F—-GK)x+ Gr . Y (s)
y =Hx R(s)

Entao: {

EXEMPLO #13: ch:{ L0 } Gcm:{ i?g } Hem=[ 1 1]

1 -5 2 1 1
=73 { 2 —10}"“)+ 3 { 1]
Kcmz[ 2 2} =
y:[ 1 1 ]x
Temos:
5 2 -1 1
Y(S)7[11]5+3 3 3 B 1
R(s) -2 s+ 10 —1 52 +5s+6
3 3 3
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Continuacao do EXEMPLO #13:

1 1
Resposta ao degrau: Y (s) = Tm
s s

1
Note que lim y(t) = lim sY(s) = ——
t— oo s—0 6
—_—

(sY(S) —y(0)” = /Ooj M6757d7> (Oppenheim + Willsky)

dr
Y (s) 1 1
Ganho DC: lim — = —— = —
s—oo  R(s) 6 N

Simulagdo no MATLAB:

>> sys = ss((1/3)x[-5 -2 ; 2 -101,[1/3 ; -1/31,[1 11,0);
>> step(sys);

0.2

Yss ¥ 1/6

01

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4




Analise em Estado Estacionario:

1. res = tli>nolo r(t)
2. xgs = thrgo x(t)
3. yss = lim y(t)
4. ugs = thrgo u(t)

5. lim %(t) =0

t—oo

Podemos escrever Xsgs, yss € uss em funcdo de rgg:
xss = Nxrss (Nx vetor n x 1)
yss = 7ss (ganho DC unitério)

uss = Nurss (Nu escalar)
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Entao:

{
{
{
o

x=Fx+ Gu
y=Hx+ Ju

0 = Fxgs + Guss
yss = Hxss + Juss

0 = FNxrss + GNurss
rss = HNxrss + JNurss

S0

Para obter ganho DC = 1, definimos u(t) da seguinte forma:

u(t) = Nur(t)

— K(x(t) — Nxr(t)) (note que tlgrolo u(t) = Nurss) .

Portanto: u = —Kx + (Nu + KNx)r

s (UFRJ)
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Logo: |u = —Kx + Nr ‘, onde’N = Ny + KNx

r(t) — N % =Fx + Gu

Ou simplesmente: | N = W

25-set-2009 51 / 267
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EXEMPLO #14: (continuando o EXEMPLO #13)

-1

N —1 0 1/3 0 4/3
{ NX }: 0 -4 -1/3 0| =] -1/3
u 1 1 0 1 4

Y (s) 6
R(s) =~ s?>+5s5+6

Simulagdo no MATLAB:

>> sys = ss((1/3)*[-6 -2 ; 2 -10]1,[6/3 ; -6/3]1,[1 11,0);
>> step(sys);

= 1.0
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Obs.: os zeros da funcao de transferéncia sao os mesmos para:

x=Fx+ Gu malha x=(F—-GK)x+ GNr malha
y = Hx aberta © y = Hx fechada

b a nb
‘c d ‘70<:>‘ c nd '70
a b | _ a+nb b |
‘c d ‘70@‘ c+nd d ‘70

Entao:

sI— (F — GK) fNG]{:){sIf(FfGK) fG]{:){sIfF 7G}

Ver no website — Lista de Exercicios #2
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Parte I — Projeto de Sistemas de Controle
Continuos no Espaco de Estados

4. Escolha das Posicoes dos Pélos em Malha Fechada

Dois métodos para a selecao dos pdlos:
1. Pdlos de Segunda Ordem Dominantes

2. Root Locus Simétrico (SRL) - MATLAB
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4.1. Método dos Poélos de Segunda Ordem Dominantes

Especificagoes (da resposta ao degrau):

y(0)
""" M, | | +1%]
1.0 / N | :
0.9 o | _____ |
0141 |
| 1 1
t
J?TL tP ts
Sigla ‘ Nome ‘ Exemplo
tr tempo de subida (rise-time) 1.5 ms
tp tempo de pico (peak-time) 6.3 ms
M, overshoot 5%
ts tempo de estabelecimento (settling-time) | 9.2 ms
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Idéia: considerar somente os dois pélos complexos mais préximos do eixo imaginario.
Posicionar os demais pélos suficientemente “a esquerda” para que a sua influéncia seja
desprezivel.

Im(s)

| 1 4
X !
: KT =

X 1
: 1 &
! 1
: . ¢
1 —ol
" t > Re(s)
h 1
1 I
[ >4 _____ :_ ~ L

X . 1
! P R pr— -
X 1
1 I

[ LJ
Os demais Pélos
poélos dominantes

@ Método simples para n pdlos;

@ Pode exigir ganhos maiores do que o necessario.
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4.1.1. Dois Pélos Complexos:

s = —0 % jwg

H(s) = 52+ 2§tjuis + w2
H(s) = 52+ 205w-i72-l w3 + 02
10 = oy
H(s) = Wi

(s +0+jwa)(s + o — jwa)

Comparando os coeficientes dos denominadores nas Equagdes (1) e (2):

o =E&wp

o: constante de decaimento
£: amortecimento
wn: frequéncia natural (sem amortecimento)

EEL760 — Notas de Aula
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Wy

0 = arcsin &

wg = wny/1 — €2, onde wy: frequéncia amortecida

Resposta ao impulso: { e~ sin(bt)u(t) L W }
_ wd wn Wn ot
H(s) = Groltal e L h(t) = \/1 — e~ 7t sin(wgt)u(t)

Resposta ao degrau:

y(t) = /Ot h(r) dr — y(t) = {1 —e ot (cos(wdt) + sin(wdt)ﬂ u(t)
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Obs.: para gerar o grafico comparativo do slide anterior, use:

>> num = 100; den = [1 0 100];
>> sys = tf(num,den); [y,t]l=step(sys,4*pi/10);

>

v

plot (10*t/pi,y); hold on;
>> num = 100; den = [1 6 100];
>> sys = tf(num,den); [y,t]l=step(sys,4*pi/10);

>

v

plot(10%t/pi,y); hold on;
>> num = 100; den = [1 8 100];
>> sys = tf(num,den); [y,t]=step(sys,4*pi/10);

>

v

plot (10%t/pi,y); hold on;
>> num = 100; den = [1 10 100];
>> sys = tf(num,den); [y,t]l=step(sys,4*pi/10);

>

v

plot (10*t/pi,y); hold on;

>> num = 100; den = [1 14 100];
>> sys = tf(num,den); [y,t]=step(sys,4*pi/10);

>

v

plot(10%t/pi,y); hold on;

>> grid on; axis([0 4 0 2]);
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3. A partir de y(t):

o LS

B _¢2
M,=e Y =e Vi-¢

M, 1
0.3 \
0.6 \\
04
Mpo
0.2 Al
0 N Escolher £ > &
0 02 [04 06 o038 1
<o ¢
. o 46
4. A partir de y(¢): e~ % =0.01 = ots=46 = o> —
S
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1.8
1.5

EXEMPLO #15: t < 1.5 ms = wy > x 103 = 1200 rad/seg.

Mp <5% = £>0.7

Entao s = —850 =+ 8505

Im(s)

Re(s) Re(s) Re(s)

Obs.: especificagoes nao-utilizadas:

tp < 6.3 ms — wq > 500 rad/seg

ts < 9.2 ms — o > 500 seg’1

—1200

Aula



Obs.: para sistema de ordem 1: y(t) = (1 — e~ 7!)u(t)

4.6 2.2
o>

o> t .

(In0.9 — In0.1 = 2.2)

4.1.2. Dois Pélos Complexos + Um Zero Real:

Pélos: s = —0 £ jwy

Zero: s = —ao

9 s
wry <7 + 1>
ao
H(s) = 82 4 28wn s + w2

Considerando w, =1 (ou seja o = Ewy, = &, para simplificar cdlculo da resposta ao degrau):

s
_ o8
s2+2s+1

+1
H(s) =
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1 1

S

H(s) = +
(s) s2+2s+1 ol
N——
Resposta ao impulso
do sistema com dois pélos
complexos (4.1.1), ho(t)

s2+26s+1
N
Derivada da
resposta ao
impulso, hg(t)

! ! = !
i : Ho8) =~ r0gsr1
0.625s
Hg(a)= 08l (a=14)

8

Se |a| > 4: desprezivel;

Efeitos: Se 0 < a < 4: t, diminui; M}, aumenta;

Se —4 < a < 0 (zero no semiplano lateral direito): resposta
comega “na diregdo contréaria”.
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4.1.3. Dois Pdlos Complexos + Um Pdlo Real:

1.4
3 1 )
S | (O =
Vi

Se o > 4: desprezivel;

Efeitos: 0.2 //

Se 0 < a < 4: t, aumenta.

Obs.: na figura acima, para a = 5:

1

HE) = G5 1D (2 1085 11)
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EXEMPLO #16:

M, < 0.05 — & > 0.7

4.6

16 !

ts < 4.6 seg — o >

Considerar sistema com trés pélos.

s = —14j (pdlos dominantes)

s = —4 (usando a = —4)
Entao: ac(s) =(s+1+4)(s+1—-4)(s+4)

ac(s) = (52 +2s+2)(s +4)

ac(s) =83+ 652+ 10s +8

Obs.: simulacdo no MATLAB:

>> sys = t£(8,[1 6 10 8]);

>> step(sys); grid on;

Im(s)

o
350

228
KK

X
X A
LI
R
5
tole!

oSt

<

bt
bt
2ol

R,
Sojesereceles
S
SAseTeetnd
250055
5%
o
e

%

tatelel
oS
pleretetaotoss
ERHLLLRZRRRS
BRI LERE.
TS
e
Seiticetititst
patelotesstolotes
Jatetotetatetess

pietetetetelel

o
RS
o
52505
o
5
55
oSolels
255
Sevess
%%

%
e
tootorss

e
3050305

C
X
Sotetetes

b2
2053
oes
%%

35
5
55
5
SELE
%
35
X
35
55
5

oot
o
aetoletel

458!
SIS
LA
ERRBKe
Bitetatesssitotes

<
sesses
R

otk

%

“
| 2

Ver no website — Lista
de Exercicios #3




. Método SRL (

Regulador Quadratico Linear (LQR) — Controle Otimo
x=Fx+Gu

Dado:
y = Hx

oo
Escolher K tal que J = / (py2 () + u2(t))dt seja minimo (com u = —Kx).
0

Solugao: K tal que os pdlos fiquem sobre o root locus simétrico (SRL):

14 pG(s)G(—s) = 0, onde G(s) = H(sI — F)"1G.

1

EXEMPLO #17: Se G(s) = T
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Projeto de um LQR no MATLAB (Forma Mais Geral):
J = /00 xTQx + uTRu)dt
0

Vetor u: representa multiplas possiveis entradas.

Entao: ’>> K = 1qr(F,G,Q,R);

Muitas escolhas sdo possiveis para Q e R:

Q= PHTH oo
Exemplo: = J= / (py? + u?)dt
R=1 0

a= s e |

Exemplo:

R:diag{m}ﬁR:W
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EXEMPLO #18: Ver exemplo no livro (quarta edi¢do, paginas 530, 531, 538 e 539 -
est@o disponiveis no site).

“Tape-drive” (planta com cinco pélos):

LQR
1 Q/ e
o8 Pélos de 22 ordem
3% 0.6 dominantes
0.4 //
0.2 _/’,
00 2 4 6 8 10 12
t

Projeto LQR obtém vetor K com valores bem menores.

Obs.: o valor de p deve ser ajustado pelo projetista, para obter o objetivo desejado. Os
casos-limite sdo:

p = 0 (controle caro)

p — oo (controle barato)
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Obs.:

o grafico comparativo do slide anterior foi gerado com os comandos a seguir:

>>

>>

>>

>>

>>

>>

>>

>>

>>

>>

>

v

>>

>>

>>

>>

>

v

clear all;

% Polos Dominantes

F=[02000;-.1-.35.1.1.75;00020; .4 .4-.4-1.40; 0-.0300 -1];
G = [0;0;0;0;1]; pc = [-.707+.707*j ; -.707-.707*j ; -4 ; -4 ; -41/1.5;
Kclassico = acker(F,G,pc)

Fclassico = F-GxKclassico; H = [0 0 1 0 0];

N = inv([ [F G] ; [H 0] 1)%[0;0;0;0;0;1]

Nx=N(1:5); Nu=N(6); Nbar=Nu+KclassicoxNx;

[nclassico,dclassicol=ss2tf (Fclassico,Nbar*G,H,0); sysclassico=tf(nclassico,dclassico);
roots(dclassico)*1.5

[y,tl=step(sysclassico); plot(t,y);

% LQR

H3 = [.50 .50 0]; R=1; rho = 1; Q = rho*H3’*H3;

Klqr = 1qr(F,G,Q,R)

Nbar=Nu+K1lqr*Nx; Flgqr = F-GxKlqr; [nlqr,dlqr]l=ss2tf(Flqr,Nbar*G,H,0); syslqr=tf(nlqr,dlqr);

[y,tl=step(syslgr); hold on; plot(t,y); axis([0 12 0 1.2]); grid on;

EEL760 — No de Aula 2009
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Parte I — Projeto de Sistemas de Controle
Continuos no Espaco de Estados

5. Projeto de Estimadores de Estado (Observadores)

e Por causa do custo dos sensores, x(t) nao estd disponivel.

e Usar uma estimativa, x(t).

José Gabriel R. C. Gomes (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula 25-set-2009 71/ 267



x =Fx+ Gu
x=Fx+ Gu

Erro da estimativa:
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Problemas:

@ A convergéncia de x(t) para zero é lenta (ocorre segundo os pélos de G(s)).

@ Pequenas discrepancias entre F da planta e do modelo podem fazer com que o erro de
estimagao seja alto.

Para resolver estes problemas:
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Iy x =Fx+ Gu
L= . (vetor coluna) x = Fx + Gu + L(Hx — Hx)

Eq. (1)

Eq. (

2

)

Equagao caracteristica do erro de estimacdo: | det(sI — F +LH) =0

Pélos desejados: ae(s) = (s —p1)(s —p2)...(s —pn) =0.

Entao, L pode ser encontrado através da comparacao dos coeficientes em:

det(sI—F+LH) = (s —p1)(s —p2)...(s —pn)

Obs.1: Planta = sistema fisico qualquer
"7 Estimador = sistema eletronico (continuo ou discreto)

Pdlos do erro de estimagao (raizes de ae(s)): devem ser muito mais
Obs.2: ., .. ,
répidos” (o > 100.) do que os pdlos do controle.

. Gom (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula
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Projeto do Estimador a partir da FCO

s+ a1 az an
1 s 0
0 - =s"4+a15" L +ags" 2+ ... +an
Obs.:
0 0 s
Note que det(AT) = det(A)
x =Fx+ Gu 7z = Fcoz + Geou
x =Tz
Yy = Hx —_— y = Hcoz
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7z = Fcoz —+ Gcou

Para o sistema , temos Fco — LHco =

y = Hcoz
—ai 1 0 0 l1
—as 0 1 0 Iy
—a 0 0 0 l
3 1 2% J[1 o o 0 ]=
~4n O O ... O ln
—a1—1l; 1 0 0
—as—1ls 0 1 0
—a3 — I3 0 0 . .
(“Left Companion Matriz”)
—am—1l, 0O O ... 0

Entdo: det(sI — Fco + LHco) = s™ + (a1 +11)s" L+ (a2 +12)s" 2 +... +an +1n
O polinémio caracteristico desejado é:

ae(s) = (s—p1)(s—p2)...(s—pn) =s" + 15" ' +aas" 2+ ...+ an

li=a;—a;,i=1,...,n

Comparando os coeficientes, temos:

Na FCO, o vetor L pode ser obtido facilmente através da comparagao entre os coeficientes
de ae(s) e do denominador de G(s).
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H
HF
Obs.1: T existe se e somente se |O| # 0, sendo O = . a matriz de

HF.n_l
observabilidade do sistema original.

Obs.2: Mudanca de coordenadas de volta para a representacao original:

% = Fcoz + Geou + Leo(y — Heo?)

T 1x:

N
I

)

1% = Feo T % + Geou + Leo(y — HeoT™1R)
% = TFcoT % 4+ TGeou + TLeo(y — HeoT %)
Na forma original:
% = FX + Gu + L(y — HX)

Entao:

(ver Lista de Exercicios #4, Exercicio #5b).
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5.3. Formula de Ackermann para o Estimador

x=Fx+ Gu

Dados: y = Hx

ae(s)

Faz-se L =a.(F)O!

onde:

EEL760 — Notas de Aula
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EXEMPLO # 19: Projetar um estimador de estados para o sistema:

<[5 2l )
y=[1 1]x

De forma tal que os pdlos do erro de estimagao estejam
em —40 + 405 (ver Lista de Exercicios #4, Exercicio # 5c).

3

o
I
—
I
|
—
[EE—
o
Il
—
—
=
|
e
[—

ae(s) = (s +40 + 405)(s + 40 — 405) = s + 80s + 3200
10 ] [ -8 0 L[ 3200 0 [ 3121 0
0 16 0  —320 0 3200 | 0 2896

L_[321 o 1 4 1 0] [ 1040.33
| o 2896 |3 | -1 -1 || 1|7 | —965.33

ae(F)
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5.4. Dualidade

Projeto do Controlador (a.(s)) Projeto do Estimador (ae(s))
x=Fx+ Gu x =Fx+ Gu
y = Hx y = Hx
[sSI-F+G K |=0 |sI-F+ L H|=0
N Ny
T T
Vetor-linha Vetor-coluna

|sT — FT + H” L” | = 0 (det(A) = det(AT))

1
Vetor-linha

MATLAB: >> K = acker(F,G,Pc); MATLAB:L = (acker(F’,H’,Pe))’;
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5.5. Estimadores de Estados de Ordem Reduzida

Se y for uma varidvel de estado (y = z4), sobram n — 1 estados a serem estimados —
estimador mais simples.

Estimador de ordem n — 1:

Note que H deve estar no formato [ 1 0 ]

1x1 | 1x(n—1)

(n—1)x(n—-1)

EEL760 — Notas de Aula
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Y
Entao: xp = Fppxp + Fpo 2o +Gpu
N —

“Entrada” conhecida — “novo Gu”

E também:
Ta = FaaTa + FapXp + Gau

Y= Faay + Fapxp + Gau

Y — Faay — Gau = F %y
N——

“Saida” conhecida: “novo y”
Podemos considerar que se trata de uma “nova planta”:
fo=[Fubo+[Fuv G| x—[Fho[cd]
(9= Faay — Gau|=[Fas s [v]=[Hk

F —>be

X — Xp

Gu — Fpoy + Gpu
y— Y — Faay — Gau
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Para estimar x;, usa-se a mesma equagao que havia sido usada para a estimagao de x:

(%] = [l +[Gul+ . ([o] - [Hk)

= ’ Fup ‘ﬁb + ’ Fooy + Gpu ‘Jr L (’ Y — Foay — Gau ‘ *’ Fab ﬁ‘b) (Eq. (1))

= Fapxp

xp = Fppxp + Froy + Gpu (Eq. (2))

A Equacao (1) é a mesma equagao do estimador de estados de ordem reduzida.
Subtraindo-se Equagéo (2) — Equacéo (1), temos o erro de estimagdo dado por:

% = (Fop — LFqp) %

Pode-se calcular L do estimador de ordem reduzida através da comparacao dos
coeficientes em:

‘SI—be+LFab‘ =0 e

No MATLAB: L = (acker(Fbb’,Fab’,Pe))’;
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Implementacao do Estimador de Estados de Ordem Reduzida:

Reescrevendo a equagdo do estimador de estados de ordem reduzida (Eq. (1) do slide

anterior):
% = (Fup = LFap)%s + (Foa — LFua)y + (Go — LGa)u +| Ly | —

xp — Ly = (Fypp — LFqp)%p + (Fpq — LFaa)y + (Gy, — LGa)u
N—_——

Criando um novo vetor de estados x. = X; — Ly:

%e = (Fpp — LF 43)%p + (Foq — LFua)y + (Gp — LGa)u

Como obter a
derivada de y(t)?

Fy, — LFq
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EXEMPLO #20: Projetar e implementar um estimador de estados de ordem reduzida
para o sistema:

*:{ 0 —2}’”{ —}g}“
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Continuacao do EXEMPLO #20:

Frqa = —1
-1 -3 0 zaa
[ [
0 4 / F.pa =0
y:[l O}Z sz[l

{ si=y=20 %= (Fap—L.Foq)%p }

[sT —F.pp + LFoap| =0 e oe(s) =s+40=0

Entao: s+4 — 3L, =s+40 — L, =-12.
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Continuagdao do EXEMPLO #20:

Implementagao:
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Continuagao do EXEMPLO #-20:

u=-Kx=-KTz

Calculando o sinal de controle: 1 -1
et wfd 2]

Estimadore—'— Controlador

Considere o controlador, por exemplo, no caso K = [ 2 2 ] do EXEMPLO #9.
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5.6. Escolha dos Poélos do Estimador

Método dos pdlos dominantes:

@ Normalmente, estimador 2 a 10 vezes mais rdpido que o controlador (oe > 100.);

@ Compromisso: velocidade de estimagao x ruido.

Método SRL:
@ Ge(s)=H(sI-F)"1Gy =

%x = Fx + Gu + Giw (ruido na entrada)

onde: y = Hx + v (ruido no sensor)

x=Fx+ Gu+ Giw
@ Equacgao do erro de estimagao:

% =F% + Gu+LHX + Lv
x=(F—-LH)x+ Giw— Lv

@ Solugao: L tal que os pdlos do erro de estimagao sdo as raizes do SRL:
14 ¢Ge(s)Ge(—s) = 0. O valor de g representa a razéo [ruido na entradal/[ruido no
sensor].

Ver no website — Lista de Exercicios #4 e Projeto Pratico #1
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Parte I — Projeto de Sistemas de Controle
Continuos no Espaco de Estados

6. Compensadores

____________________________________

@
-~
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Entéo, o sistema em malha fechada (sem entrada de referéncia, no entanto) fica:

Saida do Compensador Entrada do Compensador

Compensador baseado \

- 7
x=(F-GK-LH)x+ L

em estimador de estados u(t) +— ( K ) Yol y(t)
u=-Kx

de ordem completa

Saida do Compensador Entrada do Compensador

Compensador baseado \ /

X Fx.+G /

%, =F,x. + Gy

em estimador de estados u(t) +— e y(t)
u=H,x.+ Jy

de ordem reduzida

Em ambos os casos: D(s) =
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Queremos saber:

@ Equagao caracteristica (pdlos) do sistema em malha fechada
x=Fx+ Gu u=—-Kx x = Fx — GKx
—_
Qual é o efeito de u = —Kx7?

@ Funcgao de transferéncia do compensador (estimador e controlador)
em malha aberta: D(s) = U(s)/Y (s).

@ Funcao de transferéncia em malha fechada: H(s) =Y (s)/R(s)
(depende da aplicagao da entrada e referéncia, que serd vista na
Secao 7).
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1ca em

% = Fx — GK(x — %) = (F — GK)x + GKi

x = (F — LH)X

x — F-GK GK X « I : 9 « 3
{ i } = { 0 F— LH } { % } (“Estado”” = “Matriz F” . “Estado”)

4 | sI-F+GK -GK i
Pdlos: ‘ 0 SI_FLLH | = 0

A B _
{Obs.: ‘ c p |=det(A). det(D - CA 1B)}
Entao: [sI-F+GK]|.|sI-F+LH|=0
o (s) ae(s)

Pélos da regra Pdlos do erro
de controle de estimagao

Principio da Separagdo: ac(s)ae(s) =0 — os projetos do controlador e do compensador
podem ser feitos separadamente.
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6.2. Funcao de Transferéencia do Compensador

(em Malha Aberta)

a) Compensador baseado em estimador de ordem completa:

x=(F—-GK - LH)% + Ly
u=—-Kx%x

Portanto: | D(s) = = -K(sI-F +GK +LH)"'L

Pélos do compensador: |sI — F + GK + LH| = 0 — os pdlos do compensador nao foram
especificados, nem usados no seu projeto. O compensador pode até mesmo ser instdvel.
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b) Compensador baseado em estimador de ordem reduzida:
Xe = (Fpp — LFup) %p +(Fpg — LFaa)y + (Gp — LG,) u  (da aula passada).
~~ ~

! !
xc + Ly —Kay — Kp(xc + Ly)

%c = [Fop — LFqp — (Gp — LGa)Kp]xc+
[beL — LFabL + Fba — LFaa — (Gb — LGa)Ka — (Gb — LGa)KbL]y

Xc = [Fpp — LFy — (Gp — LGo)Kp|xc+
{[Fsp — LFp — (Gp — LGo)Kp|L + Fypq — LFoa — (Gp — La)Ka}y

Quanto & saida u(t) do compensador:

u=-Kx=-[ Ko K, ]{ i‘; ]:—Kay—Kb %p
1
xc + Ly

EEL760 — Notas de Aula 2t-2009
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xc == FTxc + Gry

Entao:
u=H,x.+ er
onde:
F,. = Fp — LFu — (Gy — LGo)Kp
G, =F, L+ Fy, —LF,, — (Gy — LG,.) K,
Hr = _Kb
Jr=—K, — KL
U(s) -1
D = 7N — Hr I-F, r T
(s) Ys) (s )T G+ J,

@ J, # 0: conexao direta de y(t) para u(t)

@ Um pdlo a menos do que a planta

@ Pdlos (|sI — F,| = 0) sao inteiramente distintos dos pélos da planta e das raizes
de ac(s) e ae(s).
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Compensador baseado em estimador de estados de ordem reduzida.
Sistema em malha fechada.

SRR

EXEMPLO #21:

1
(Note que G(S) = m)

y=[1 1 ]x
Pélos desejados em malha fechada:
— ac(s) = (s +5)(s+5) =52+ 10s+ 25

k1 ko 4k ko
_ _ 2 _ —

|sI — F + GK| s+< 3 3 +5>s+< 3 3 +4>

k1 =16 e ko =1
— ae(s) = s+ 40 (do EXEMPLO #20)

- 1 -1
L=-12 (utlhzando T = { 0 1 }) (L)
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Continuagdo do EXEMPLO #21: Compensador definido por:

Q@ u=-Kx=-KTz=-K.z

1 -1
0 1

K.a=16 e K, =-15

K.=KT=] 16 1]{ }:[16\—15}

@ Fr=F.pp — L:Foop — (sz - Lsza)bi

(ndmeros do

F, = —4—(-12) x (-3) - (—i - (-12) x 0) X(=15) = —45 EYEMPLO #20)

3

@ G, =F,L; + sza —L.F.0a — (sz - Lszaa)Kza

Gy = —45 X (=12) + 0 — (—12) x (=1) — (-% —(-12) x 0) x 16

16 1600
=44 x 124 — = ——
r X + 3 3

o H,=-K, — H, =15

@ J,=-K..—K,L. — Jr = —16 — (—15) x (—12) = —196
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Continuagao do EXEMPLO #21:

~ 1 1600 —196s — 820
Entao: D(s) =15 x s X 3 — 196 — | D(s) = — T

Sistema em malha fechada:

1
G(s) _ s2+5s5+4
1-G(s)D(s) 14 1 1965 + 820
s2+5s+4 = s+45
~(s): p6los do compensador
—
s+ 45 o s+ 45
s3 +50s2 +4255 + 1000 ~ (s? + 10s + 25) (s + 40)
—_— —————
ac(s) ae(s)
5%+ 5057 4 4255 + 1000 5+40 MATLAB:
s* +40s* $2410s + 25 >> ng = 1; dg = [1 5 4];

1052 4 4255 + 1000
10s% + 400s

>> nd = [-196 -820]; dd = [1 45];

>> n = conv(ng,dd);

255 + 1000
255 + 1000 >> d = conv(dg,dd)-conv(ng,nd);
0 >> roots(d);
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. Trocando K = [ 16 1 ] do EXEMPLO #21 por [ 2 2 ]
EXEMPLO #22: do EXEMPLO #9, temos:

K.=KT=[2 2 }{(1] _} }:[ 2|0 ] —Kzu=2eK,,=0

H =K, =0
Entao:
J’r = _Kza - biLz = -2

E portanto: D(s) = —2

Sistema em malha fechada:

1
G(s) _ s2 +5s5+4 _ 1 ~
1-G(s)D(s) 14 2 T s2+55+6 Qe
s2+5s+4

s (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula 25-set-2009 100 / 267



6.3. Fungao de Transferéncia em Malha Fechada: H(s)

r(t) G(s)
y(t)
D(s) fe
G(s)
H) = =G5D0)

O célculo preciso de H(s) vai depender da forma de aplicacao da
entrada de referéncia — ver Sec¢ao 7.
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Parte I — Projeto de Sistemas de Controle
Continuos no Espaco de Estados

7. Aplicacao da Entrada de Referéncia

( x=Fx+ Gu (planta)
y = Hx

Até a Secao 6:

x=(F—-GK —LH)X + Ly (compensador)

L u=-Kx
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Nesta Secao, vamos considerar a entrada r(t):

u(t) = —Kx(t) + Nr(t) x=Fx+ Gu
y=Hx

r(t) N —P@—V Planta y(t)

A 4

L]

-K (] Estimador

/

% = Fx — GKx — LHx + Ly + Mr

A
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Compensador incluindo a entrada r(t):

x = (F - GK — LH)Xx + Ly + Mr

u=-Kx+ Nr

Problemas a resolver:

@ Manipulacao dos zeros de W;

@ Ganho unitdrio em DC (yss = 7ss).
Obs.: na andlise a seguir, nao estamos considerando o estimador de

estados de ordem reduzida. Mas a andlise seria essencialmente a
mesma.
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7.1. Caso I (Zeros Alocados Arbitr

Objetivos:

@ Escolher a posicao dos zeros do sistema em malha fechada
@ Flexibilidade méaximas:

- Ao definir caracteristicas transientes da saida

- Ao atender restrigdes de estado estaciondrio

Concentrando-nos na entrada 7(¢) do compensador (com y(t) = 0), vamos considerar os
zeros na fungdo de transferéncia de r(t) para u(t):

Entrada
0 T
. =~
x=(F-GK-LH)Xx+ Ly +Mr
u=—-Kx+ Nr

!
Saida

U(s) SI-F+GK+LH -M
R(s) -K N
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sI-F+GK+LH —
Considerando N # 0: =0

0 1

=z 2
=2

Entao, os zeros desejados sdo as rafzes de 7(s):

M
~v(s) = det (sI—F+GK+LH— TK)

M ..
Escolher N de forma a posicionar os zeros conforme ().

Este método define n zeros da funcdo de transferéncia de r(t) para y(t):

Y(s) k(s)b(s)
R(s) ae(s)ae(s)
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. Caso II (Estimador Autonor

Objetivo:
Y(s)

@ Fazer com que os polos do erro de estimagao nao aparecam em ————:

R(s)
- X(t) ndo-controldvel a partir de r(t)

- 7(t) ndo aparece na equacio para X(t).

Considere:
x = Fx — GK%x + GNr

% = Fx — GK% — LHX + Ly + Mr
x = (F-LH)X+ GNr — Mr
e —

M =GN

Entdo: % = (F — LH)X +| Gu |+ Ly, onde u = ~Kx + Nr.

José Gabriel R. C. Gor (U J) EEL760 — Notas de Aula 25-set-2009
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Neste caso, o mesmo sinal de controle u(t) é aplicado & planta e ao estimador:

u(t) = —Kx(t) + Nr(t) x=Fx+ Gu

7

y=Hx

—-K K] Estimador

M
7(s) =det [ sI—F + GK+LH — —— K | = det(sI - F + LH)

H/—/
GN
—
Zeros da Planta
~~
Y (s) _ ky(s) b(s) _ kb(s)
R(s) ac(s) ae(s) ac(s)
N

Pélos do Controlador
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Obs.: sobre o Projeto #1:
~Kx + Nr
!
x=Fx+ Gu
x = Fx — GKx + LHx — LHx + Mr

Ou, de forma equivalente, pode-se escrever:
x| F —-GK x| GN
x| |LH F-GK-LH || % M |
x
w0 [3]

u=1[0 —K]{z}jw\_fr

José Gabriel R. C. Gomes (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula 25-set-2009
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7.3. Caso III (Uso do Erro de Rastreamento)

Objetivo:

@ Fazer com que a realimentagao, dada por:
x = (F — GK — LH)x + Ly + Mr
u=—-K%x+ Nr
dependa somente de e(t) = y(t) — r(¢).
Considere M = —L e N = 0:
x=(F-GK-LH)X+L(y—r)
u=—-Kx

@ Compensagao cldssica: o sinal medido pelo sensor é igual ao erro e(t) entre a
saida y(t) e o sinal de referéncia r(¢): e(t) = y(t) — r(t).
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Planta

Y
—| -K |<:‘ Estimador

Zeros do sistema:

det <[ sSI-F+GK+LH -M }) =0 (conforme a Segéo 7.1).

-K N

M=-LeN=0:

SI-F+GK+LH L |_, SI-F L |_,

-K 0 | -K 0 |
Y(s) _ Eky(s)b(s) | sI-F L . . ~
RG) ~ acls)acls) onde (s) = K 0 obrigatoriamente (sem opgéo).

A resposta de Y (s)/R(s) ao degrau unitdrio pode sofrer overshoot alto demais.
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Ganho DC Unitario (yss = constant

No Caso II: N = Ny + KNy
No Caso III: N = 0, entrada direta e(t) = y(t) — (t)
No Caso I (Genérico):

% =Fx+ Gu=(F - GK)x + GKx + GNr (Equacao (1))
’
u=-K&+ Nr=-Kx+ K%+ Nr

% = FX + Gu+ LH% + Mr = (F — GK)% + LHX + Mr (Equagao (2))
!
u=—-Kx

Subtraindo (Equagdo (1) — Equacéo (2)):
2 - - - M -
x = (F - GK)x + GKx — LHx + <G— ‘——> Nr

Usando as Equagdes (1) e (3), temos:

[2]-[7 L[]

25-set-2009



Entao: N = b A
o
—1 -1 M
onde a=HF -GK) 'G|1-K(F—-LH) (G_T)
1

Obs.1: ndo conhecemos aqui N, mas
conhecemos M/N a partir de ~(s).

Obs.2: método alternativo, no caso em que M = 0:

>> GDC = n(length(n))/d(length(d));

>> Nbar = 1/GDC;
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Parte I — Projeto de Sistemas de Controle
Continuos no Espaco de Estados

8. Controle Integral
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Rastreamento robusto (rejeicdo de perturbagdes)
x=Fx+ Gu+ Giw
y = Hx

Mais um estado: ; = Hx — r

Equagoes de estado aumentadas:

el LR le Lo el
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EXEMPLO #23: G(s) = Tlg) ( ; - ;3I tu

Controle integral — dois pdlos em s = —5

ﬁ
8 8
R
Il
—
o O
|
w
L
—
8 B
L
+
—
=]
L
S
[
—
O =
L
3
+
—
= O
-
S

Fi—GiK:{g fg]—[(l)}[ki ko}:{_(;ﬂ _gl_ko]

det (sI — F; + G;K) = ac(s)

‘ s 1

K, st ko3 ’:(s+5)(5+5)282+105+25
T

82+ (ko +3)s + k; —
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. Anilise Assintética (Ganho DC) — utilizando
EXEMPLO #24: os numeros do EXEMPLO #23:

LS el ]
u=—[ 25 ]{:’Z}:
SERE)
0%:[0 1}{255 81110}1{—01}:
{sjziso i} -11_ 25
[o 1] s2 +10s + 25 { 0 }_ 52 +10s + 25
Note que S@%%:1
_ s 0
° vlt//((Z) - [ 5225+105]+{251} = 52+1(S)s+25
Notequesli_r%%:

EEL760 — Notas de Aula
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EXEMPLO #25: Estimador de estados” (com pdlo do erro de estimagao

em s = —10), para a planta:
T=-3x+u
y=lz

F-LH=-3-1L e det (sI — F + LH) = ac(s)
s+3+L=s+10 — L=7

Diagrama de blocos:

=3z 4+u+w
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Simulagao baseada em equacoes de estado:

& 0 H 0 z; 0 1
X —Gk; F —GKj X + G, w — 0 T
% —-Gk; LH F-LH-GK, % 0 0
Z;
y = [ 0 H O ] X
X
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Para obter as equagoes do slide anterior, fizemos o seguinte:

T; 0O H O x; 0 0 1
Q = 0O F O +| G |u+| G1 |w— 0o |r
* * * * * * * *
x; Ti
@ Substituir u por —K { ){ } =—[ k 0 Ko | x
X
. xl
Q@x=F-LH)%+G|—-[ k 0 Ko || x + LHx
X

@ Entao a terceira linha da equagdo do item (1) é:

% = —Gk;yz; + LHx + (F — LH — GKj) %
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No MATLAB:

>> clear all;

> F=-3; G=1; H=1; ki = 25; k0=7; L =7; GL = 1;

>> Fi

[0 HO ; -G¥ki F -G*kO ; -G*ki L*H F-L*H-G*kO];
> Gi=[-103; 0G1 ; 0 0];

>> Hi

[0 H 0];
>> Ji = 0;

>> sys = ss(Fi,Gi,Hi,Ji);

>> t = 0:(0.01):(100-0.01);

>> r = stepfun(t,50);

>> w = stepfun(t,20)-stepfun(t,30)+stepfun(t,70)-stepfun(t,80);
>> y = lsim(sys, [r’ w’],t);

>> plot(t,y); hold on; plot(t,w); grid on;
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Resultado da simulagao do sistema dos EXEMPLOS #23 a #25:

1.2

0.8

0.6

04

0.2

0 10 20 30 40 50 60 70 80 20 100

Ver no website — Lista de Exercicios #5
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Parte I — Projeto de Sistemas de Controle
Continuos no Espaco de Estados

9. Linearizacao
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Quando um sistema é nao-linear, ndo é possivel representd-lo na forma:

x =Fx+ Gu
y = Hx
Para um sistema nao-linear, temos:
&1 f1(x,u)
9‘32 f2 (X, u)
x = f(x,u) — . = .
Tn fn(x,u)

y = Hx

Obs.: em ambos os casos (linear ou néo-linear), assumimos que o sistema é invariante no
tempo. Caso contrdrio, x = f(x,u,t).

A anidlise do sistema néo-linear é dificil. Gostarfamos de substituir:
x = f(x,u) por x=Fx+ Gu
Métodos:
@ Pequenos sinais;
© Realimentagao;

© Nao-linearidade inversa.

Aula



9.1. Método de Pequenos Sinais

Ponto de equilibrio (ponto de operagao): xg, ug-

Neste ponto: x¢ = f(x0,u0) = 0.

1

Novas varidveis de interesse (ndo mais x e u)

Perturbacoes:

Podemos escrever a aproximagao:

x0 + 0% ~ f(xo,uo) + Féx 4+ Géou

EEL760 — N



onde:

onh . _O0h
ox Oxn
of
i el (R :
U = ug Ofn Ofn
Ox1 Oxn X = X0
u = ug
e
0f
ou
of
SR i il NS
u = ug Ofn
ou X = X0
u = ug
X0 + 0% >~ f(xo,uo) + Féx + Gou
. %o = f(x0,u0)
Subtraindo: 5% — Fox + Gou

!

Obs.: x e u na equagao “x = Fx + Gu” sdo perturbagoes em relagdo a xg e ug. Nos
substituimos dx por x e du por u, isto é, usamos as mesmas letras. Mas sdo varidveis
diferentes.
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EXEMPLO #26:

Encontrar modelo linearizado em torno do ponto de equilibrio obtido com ug = 1 e x2¢9 > 0.
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2
1
=12 —-1= <u—TCE1—$2> —1=fi(x,u)

T2 =21 = fa(x,u) (note que fo é linear)

Ponto de equilibrio para ug =1 e x29 > 0:

Jalxo,u0) =0 —

1 2
(uo -5 710 —120> -1=0

fi(x0,u0) =0 —> (1—x20)2=1

Duas solugoes: x29 = 0 ou x99 = 2
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af1 1 1
T om =-2{uv—- - —a2 ) - =1
*1 uQ, T10, T20 uQ, T10, T20
0 1
Bi‘ :—2<U—Tx1—1:2>' =2
T2 1w, 10, 720 ug, T10, T20
dfa 1
ox1
Linearizagao:
Ofs 0
Oxo
1
] 2 s -
1 g, w10, 20 U0, 10, 720
Of2
=0
ou

Sistema linearizado no ponto de equilibrio:
_ T

A partir do sistema linearizado, podemos discutir estabilidade, controlabilidade, etc.
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Parte I — Projeto de Sistemas de Controle
Continuos no Espaco de Estados

Aula de Exercicios e Duvidas
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EXEMPLO #27: Controlabilidade e Observabilidade

-1 0 1
chlz{ 0 ,2} Gcml:[o} Hcml:[1 1]

1 -1 N )
FCM #1: Ceml = [ Geml  Fem1Gem1 | = { 0 0 } Nao-controldvel
Hemg 1 1
Ocm1 = = { 1 _o } Observével
HemiFemi
+2 0 1
S I[o]
_ 0 s+1 0
1
Hemi (SI=Fem1)™ Gemi = GTFDGT2 —
s+2 _ 1 Perda de
(s+1(s+2) ~ s+1 Controlabilidade
1
s+1
u(t) y(t)
1
s+2
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Nao existe uma transformacao linear T tal que TlecmlT = Fcc. Entretanto:

Fcc={]3 52} GCCZ{(l)} Hec=[ 1 2]

FCC:

Cec=[ Gec FecGee | = { (1) 713 } Controldvel

Occ = Nio-observavel

Hce { 1 9 }
HccFec

1
N
1>

2
>

u(t)
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Na FCC deste exemplo, ndo se pode posicionar arbitrariamente os pélos de X:

s+ +3 201+2
|sI — Fec 4+ LHcc| = 12i1 Si% =524 (I + 22 +3)s+2l; +4lz +2

aq a2

Ih+2la=a1—3

201 +4ly = ag — 2
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-1 0 1
chQZ{ 0 ,2} Gcm2:[1} Hepp=[1 0]

1 -1 ,
FCM #2: Cem2 = [ Gem2  Fem2Gem2 | = { 1 —9 } Controlavel
Hemo 1 0
Ocm2 = = { 1 0 } Nao-observavel
HemoFem?
+ 2 0 1
o] [
_ 0 s+1 1
Hlemg (41 = Fem2) " Gem2 = (s+1)(s+2) B
s+ 2 . 1 Perda de
(s+1)(s+2) — s+1 Observabilidade
_ 1
s+1
w —e 00
N 1
s+2
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Nao existe uma transformagao linear T tal que Fco = T_chm2T. Entretanto
-3 1 1
Fco={_2 0} Gco={2} Hco=[1 0]

FCO: Cco=[ Gco FcoGeo }={ vl }

9 _9 Nao-controlavel

Hco

Oco = = { _13 (1) ] Observavel
HcoFco
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Na FCO deste exemplo, nao se pode posicionar arbitrariamente os pélos do sistema em
malha fechada (conforme as raizes de a.(s)):

s+ ki +3 ko — 1

[sI — Fco + GeoK| = 2ky + 2 5+ 2k2

=52 4 (k1 + 2ka +3) s + 2ky + 4ko + 2

a1 a2

ki1 +2ks = a1 — 3

2k1 + 4ko = ag — 2

FCM #1 < FCO

Sao equivalentes, neste exemplo: FOM #2 < FCC

Obs.: para pensar:

s+1

Y

s+1

Nao controldvel? Nao observavel?
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EXEMPLO #28: Linearizacao — circuito nao-linear:

“Resistor” nao-linear: i = vg(vg — 1)(vg —4)

Varidveis de Estado: i e v

Saida:
di . .
7 =—1t+v= fl('l,’l),u)
dv . .
= it (u =) = v = D) = v~ 4) = f20i,v,)
Obs.: para encontrar ponto de equilibrio — usar ug = 1 (escolha arbitraria)
di . .
5= —i4v=fi1(¢,v,u)
d
d:: = —i+ (u® — 3uv + 3uv? — v3 — 5u? + 10uv — 502 + 4u — 4v) = f2(i,u,v)
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Equilibrio (para ug = 1):

f1i=0— —ig+vo=0-—1ip =10
f2:0—>—i0—v8—2v0+3v0:0—>v0(v3+2v0—2):0

vo=0o0uvg=—1++3
Para up = 1, hé trés pontos de equilibrio:
Q ivi=v01=0
e 102 = vo2 = 0.73
e i03 = vo3 = —2.73

Para qualquer um dos pontos de equilibrio:

ofi ofi

o - ! g0 !

8f, =-1 of2 = —3u? + 6uv — 3v2 + 10u — 10v — 4
o ov

oh _ OF2 342 Guv+ 30% — 10u + 100 + 4
ou ou

. Gom (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula
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Ponto de equilibrio #1:

vo1 = i01 = 1

upp = 1
%fQ =-3+4+10-4=23; %fQ =-3
v up=1,v91=0 u
il [ -1 1 i 0
FI T
y:[ 1 0 ] [ Z ]
Pdélos: -0.73 e 2.73 (sistema instdvel)

-3
det(C) = —9 e det(0) =1

25-set-2009
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Ponto de equilibrio #2:

uopz = 1 vo3 = 103 = 0.73
Of = —34+438—1.60+10—7.3—4=—1.52;
v wp=1,v03=0.73
of2
5 =152
i -1 1 i 0
[ ]*{ -1 —1.52Hv }Jr{ 1.52 }“
i
y=[1 0] { : }
Gls) = 1.52 Pélos: —1.26 4+ 0.975 (sistema estdvel)
(s) 52 +2.52s + 2.52 det(C) = —2.31 e det(0) = 1
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Ponto de equilibrio #3:

up2 = 1 vo2 = i02 = —2.73
i = —3-16.38 — 22.36 + 10 + 27.3 — 4 = —8.44;
dv wo=1,v92=—2.73
of2
u 8.44
i -1 1 7 0
[ ]*{ -1 —8.44Hv }Jr{ 8.44 }“
%
IS
8.44 Slos: -8.30 e -1.14 (si )
G(s) = Pdlos: -8.30 e -1.14 (sistema estdvel)

52 +9.44s5 +9.44 det(C) = —71.2 e det(0) = 1

s (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula 25-set-2009
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EXEMPLO #29: Linearizagao — dois tanques:

L

N
TN
RN

N\
N

Area dos tanques: A
Dados:

/?////

[

> Wout

Densidade do fluido: p
Gravidade: g

Lei de escoamento: w = ay/p1 — p2
Entrada: wj, =u

Saida: ho
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Estados: hy e ho

p— —
: 1 m3
hl = Ap (wm — ’LU1)
1 w— —4
; se
he = Ap (w1 — wout) g
A —m?2

w1« h1, ho

Nao sao equagoes de estado ainda. Falta relacionar:
Wout — h1, k2

Equacoes para substituicao:
w1 = a,/p1 —pp = ay/pg(h1 — h3)
!

p1 =pA +pg(h1 — h3)

Wout = /P2 —PA = a/pgha

p2 = pA + pgh2
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Equacoes de Estado:

. 1
h1 = Tp(u — ay/pgvhi — h3) = fi(h1,ho,u)

hy = %p(ammf ay/pgvha) = f2(h1, b2, u)

O/ v/ o _,
Oh1 . _pio 2Apv/hio — hs dha

0f2 L/ R 9fa N/ B
Oh oy 24pVhi0 — hs Oha |, .. 2ApVhao

ofpr 1 fa 0

ou  Ap ou

O sistema linearizado é:

(105 210
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EXEMPLO #30: Dois péndulos com acomplamento. Saida: y = 6.

4—_\T—,_—> . <

mi26; = 7ka2(91 — 02) — mglhy — lu

E oes: 4
quagoes mi260, 7ka2(92 —01) — mglhs + lu

é1 = (b1 — 02) + 801 +yu

Notagao mais simples:
¢ DS — (B — 01) + B2 — yu

(consideraremos v = 1)

1 =601
r3 =121 — 1 =3 = a(rr —x2) + Br1 +u
Varidveis de estado: :153 01 1 3 (1 2) + Bz
2 =02

T4 = Io —>j§2:i4:a(mz—zl)+ﬁm2—u

. Gom (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula 25-set-2009
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Representag@o no espago de estados:

T 0 0 1 0 T 0
To . 0 0 0 1 T 0
i3 | = | a+B —a 0 0 es | T 01 |
T4 —« a+B 0 0 T4 -1
0 0O 1 0 0
0 0 0 1 0
F=| 4 B 0 o G 1 H=[1 0 0 0]
B A 0 O —1
onde A=a+feB=
Controlabilidade:
1 0 A—B
_ -1 2 0 3~_ | B—A
FG = 0 F*G = A_B F°G = 0
0 B-A 0
0 1 0 A—-B
c— 0 -1 0 B-A
- 1 0 A—B 0
-1 0 B—-A 0
! 1

Dois modos néo-controldveis (det(C) = 0)
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Substituigao de variaveis: Equagdes de Estado:

21 = 23

Zo = z4

Z3 =&1 + 32 =P
z'4=i1722:(2a+,8)22+2u

z1 =x1 +x2
22 =T1 — T2
23 =21
24 = 22

Z3 = 2] € z4 = Z9 para que

seja ficil obter 23 e 24 y— a1 = 21/2+ 22/2

Entao:

[ 1/2 1/2 0 0]

N O OO

1 0
0 1
0 0
0 0

EEL760 — Not
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O modo z3 (péndulo) e sua derivada ndo s@o controldveis a partir da entrada. O modo da

mola é controlavel.
z 0 1 z 0
NN E
Z2 N 0 1 22 0
2| T | 2248 0 | T2 |

Na base de coordenadas z:

0 0 1 0
0 0 0 1

F=| 4\ B 0 o H=[1 1 0 0] HF’=[A B 0 0|
Boa 000 HF*=[ 0 0 A B |

1 0 0 0

0 0 1 0

=14 B 0 o0

0 0 A B
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EXEMPLO #31: Estimador de ordem reduzida da Lista de Exercicios #5, revisitado:

-2 =2 1
F:{l 0} G:[ } H=[1 4]
Fyp — LFypy =2L — s—2L =s+6 — L = —3 — FErrado! Porque y # z1.

Substituicdo de varidveis:

21 = x1 + 4z (resolve y = 1)
29 = X9 (qualquer coisa, exceto multiplo de z1)

Z21 = (—2x1 —2z2 +u) + 421 =221 — 222 +tu =221 — 1022 +u =9

2o =20 =21 = 21 — 429 (a estimar)
A estimar: Zo = —420 +y (x=Fx+ Gu)
Saida sendo: ¥ — 2y — u = —1022 (y = Hx)
“Usando outras letras”: ~ —dztu
y = —10z

E o estimador é: & = —4& + u 4+ L(y — 10&)

. d—d=2=—4(x—2)+10L(x — &)
Subtraindo: i (—4 +10L)&
Projeto: sI— “F” =s+4—-10L =s+6 — 4—10L =6 — L=-02
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Implementacao:
&= (—4410L)2 +u+ Ly
! 1
Yy 9—2y—wu

#—Ly=(—4+10L)¢ +y(1—2L)— L

z1(t)

/\ —4+10L Tl

U(s) = —3s—5
Y(s) =~ s+5

No slide a seguir: (calcular)

. Gom (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula
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EXEMPLO #32: Vetor M:

0 0 1 1
r=| 0 0] c=| | H=[1 0] Gs) = —
. . 50
pC:flinK:[Q 2] e Pe=—-b+%5j — L= 10
. x=F-GK-LH)x+ Ly | -2 =52
Compensador: w= K% F-GK-LH= 1 —10
—120s — 100
D) = =it
G(s) B 2+ 125+ 7 B
1-G(s)D(s) ~—  s*+12s% + 7252+ 120s + 100

(s+6+65)(s + 6 — 65)
(s+1+7)(s+1—45)(s+5+575)(s+5—5j)
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Calcular M para que sistema em malha fechada tenha zeros em —4 + 4j:

(s+4+47)(s+4—4j) =52 +8s+ 32

sI—F+GK+LH—{ Z; }[ ki ko ]‘=32+8s+32

H oY }+{ coa ]+{ :;Z; :;Z; H:52+85+32
p1 =197 e pz = 0.03, onde p1 = e ug = inNL
Implementagao:

1.97

0.03

-K |C| Estimador |<—

(UFRJ) EEL760 — Notas de Aula g t-2009
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Parte II — Introducao ao Controle
em Tempo Discreto
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Contexto:

e Eletronica analégica (filtros continuos)

e Controle continuo
e Soma, multiplicacdo, integral
o Transformada de Laplace

e Representagao unica
e Eletronica digital (microprocessador)

e Controle digital
e Soma, multiplicag@o, atraso
o Transformada Z

Aliasing

EEL760 — Notas de Aula



Parte II — Introducao ao Controle
em Tempo Discreto

1. Digitalizacao
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Sistema de controle continuo:

- €D
PN \ a5 /(_—"I ol
b
———-—ll—-%-T | __C-:[s II
[
| 1
| (ot -
4
SERSDR
ERVN € 5
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Sistema de controle digital:

r{u.‘t") .,u(\m")
()
fe\ /{ 5 . o (£
—_— [Tofme L3 W
HeLD =
(o.\ il
D{i‘) /0 T
CLotv. SSraSoRr
[b)
- il
[
(Vs W lwr)

(cy
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Observagoes:

(a) Conversor A/D — 10 a 16 bits

(b) Clock: sistema de interrupgao

“Free-running” ou taxa de amostragem 1/T (com periodo T fixo)
(¢) Sinal amostrado: y(kT') = y(k)
(d) D(z): equagao a diferencas
(e) ZOH: u(k) — u(t) (zero-order hold)

(f) Atuador (tempo continuo)
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Sinais:

n©
(& /\_/—\’_
K - A :
T +
ey Slwy
2 s.

wl€y
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Métodos de projeto:

@ Emulagdo: D(s) — D(z). E um método aproximado. Taxa de amostragem
(1/T) ~ 20 x BW do sistema em malha fechada.

@ Projeto direto (exato): D(z) calculado diretamente a partir de G(z). Taxa de
amostragem bem inferior a& do projeto aproximado.

Impacto do sistema de controle digital:

e (comTiroe)

Qe PO PosTS J,

| (s
| ~s Sirol MEDIS
DE cayTROLE
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Parte II — Introducao ao Controle
em Tempo Discreto

2. Transformada Z (Revisao)
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Lembrando a Transformada de Laplace (unilateral):

Fls) = /0 T et

af L

dt +—

Propriedade da derivada:
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Defini¢ao de Transformada Z:

@ Unilateral (esta é a que vamos usar):
oo
F(z) =) f(k)=""
k=0

L

O 0

Propriedade do avango: f(k+ 1) (i z(F(z) — f(0)) (Equagao (1))

@ Bilateral

F(z)= ) f(k)z*

k=—oc0
O At

L

Propriedade do avango: f(k+ 1) zF(z) (Equagao (2))
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Sobre as propriedades de avango no slide anterior:

Equagao (1):

Z flk+1)z"F Equacéo (2):
k=0 o)
o flk+1)z7"
=2Y f(k+1)z" ") k:z—oo
k=0 o
l=k+1;k=0—1=1) =z Y f(k+1)z" "D
k=—oc0
=zy flk)z"F >0
’;1 ) =z > f(k)z®
k=—oc0
=z |y f(k)z"" = f(0)
k=0
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EXEMPLO #1: Degrau unitario discreto:

L1 = w Wy

W) = w(war) l

Calcular F(z) e G(z) usando a transformada Z unilateral. Relacionar as fungdes F(z) e G(z)
usando a propriedade do avango. Repetir o exemplo, usando a transformada Z bilateral.

oo
Observagao: Z pk =7, |pl <1
k=0

Sn=p"+p  +p%+... ot
Spp1 =0+t + 0%+ .+ p" T+ p™ = pSp + p°
Note que: pSp + p0 = Sp + p — Sp(l —p) =1 — p"

1

Entao: S, =

1—-p




Transformada Z unilateral:

F(z) = P -

@=Lt =3t = e =

OIS DY (S P P
o o 1—z71 z—1

168 / 267
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Transformada Z bilateral:

> > 1 2z
F(z)= > fk)zF =) o= —— =
M P —z z—1
o0 oo o0
G(z) = Zg(k)z_k:Zz_k:z+sz:z+ S
k=—o0 k=— k=0 z—1
. 22—z+4z . 22
N z—1 oz —1

Obs.: refazer este exemplo para f(k) = u(k — 1) e g(k) = u(k).
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ansformada 7Z da Equacao a Diferencas

y(k) + a1y(k — 1)+ ...+ any(k — n) = bou(k) + biu(k — 1) + ... + bpu(k —n)
y(k) + a1y(k — 1) + a2y(k — 2) = bou(k) + biu(k — 1) + bau(k — 2) (caso particular n = 2)
Assumindo condigGes iniciais nulas:

Y(2)(1+arz7! +a2272) = U(2)(bo + b1z~ + baz™2)

Y(Z) _ bo +b1271 +b2Z72
U(z) 14+a1z 4+ ag2"2

Alternativamente:
y(k+2) + a1y(k + 1) + asy(k) = bou(k + 2) + bru(k + 1) + bou(k)

Assumindo condi¢Ges iniciais nulas:

Y (z) boz2 + b1z + ba

U(z) =~ 22+aiz+as
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EXEMPLO #2: y(k) + 3y(k — 1) = u(k) (u(k) uma entrada qualquer para a planta)

(1+32"1Y(2) = U(z) — 58 - 1+213z*1

Y(z) = Z aFu(k)z"F = Z (az™hHk = — =
k=0 k=0

(ROC: |z| > |a])

s (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula 25-set-2009 171 / 267



1sformada Z Inversa

2) f(k) = —

- % F(2)zF'dz (nfo vamos usar esta expressdo).
2rj Jo

b) Expansdo em fragdes parciais — inversdo usando tabela:

z+1
= ey 73
EXEMPLO #4:
U(z) = (entrada: degrau unitdrio) Calcular Y'(z)
_ z(z+1)
Y& = D 9619
Y(z) 41 s ~1/2
z T =-D(E+2)(=+3) 0 z-—1 z+2 z2+3
1 z 1 z 1 z
YO =21 T3 zrz 2 i13
1 1 1
y(k) = % + T(—Z)k - T(_S)k u(k)

EEL760 — Not
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c¢) Divisao Longa:

EXEMPLO #b5:

(= N 1435 (= D))
143271

1—-3214922 272734 ...
3771

3771 —9z72

9272

9272 + 27273

—27273
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2.3. Teorema do Valor Final

lim z(k) = lim (1 — 27 1) X(2)

k—oo z—1

Ganho DC:

1

Y(2) = G()U(2) = G(z) 57— =1

A resposta de G(z) ao degrau unitario é y(k):

lim y(k) = lim (1 — 2 HG(2)

k—o00

1— 21 llgi G)
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Parte II — Introducao ao Controle
em Tempo Discreto

3. Correspondeéncia entre s e z
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1(t) = e=tu(t) J(KT) = =¥ u(kT)

(k) = e~ Thu(k)

Mapeamento de pélos:
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Mapeamento de Polos: z — €

Projeto Analdgico (Emulacao): s = —o £ jQy — D(s) — D(z)

Projeto Discreto (Exato): s = —0 + jQq — 2z = T — D(2)
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Parte II — Introducao ao Controle
em Tempo Discreto

4. Projeto Analégico
(Aproximacao de D(s) por D(z))
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4.1. Mapeamento dos Pélos e Zeros de D(s)

segundo z = T

2w .
T pequeno: Q,; = T >> (), onde €, é a maior frequéncia natural

associada aos pélos de G(s) em malha fechada.

D(s) D(z)
Pélo Sp esrT
Zero Finito Sz es=T

Zero no Infinito | m =grau(denominador)—grau(numerador) (2 + 1)™~!

Ganho DC D(s)]s—0 D(z)],_,
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EXEMPLO #6: D(s) — (s +5)(s +6)

(s+1)(s+2)(s+3)(s+4)

k(z—e ) (2 — e T) (2 + 1)

D(z) = (z—eD)z—e)(z—e)(z—e )
Ganho DC: D(s)|,_, = % = %

2k(1 — e ?T)(1 — e 6T)

D(z)|,_, = P Y A T

Lo 5 (-eN-e?1 eI -
8 (1—eT)(1—e 0T

José Gabriel R. C. Gomes (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula
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4.2. Integracao Numérica — Forward Fuler

EXEMPLO #7: D(s) = sja - }1{8

—U+au=by — u=—au+by

t
u(t) = / (—au(r) + by(7))dr < aproximar por método de integracao
0

- mewle) + )]

' l
L - —— —awB) + bylw) |
A - = (wayT
/ 4//

| e Y

\! o e e ®

| ’ wr

{w.‘-\)'-‘
(k=1)T kT
w(kT) = /0 (—au(r) + by(7))dr + /(k o (—au(r) + by(7))dr

4rea do retangulo:

u((k —1)T) T(—au((k — 1)T) + by((k — 1)T))
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w(kT) = (1 — aT)u((k — 1)T) + bTy((k — 1)T)

u(k) =1 —aT)u(k — 1)+ bTy(k — 1)

U(z) bzt
Y(2) 1—(1—al)z7!
b b
D == D =
(2) z—1 n — () s+a
T a
Forward Euler: D(z) = D(s) L1 (z =1+ sT)
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Problema: pode ocorrer que D(s) estdvel — D(z) instével.

EXEMPLO #8: D(s) = er;B» el =1:

s=-3 z=1+4+sT z=1-3= -2 (D(z) instdvel)

. 1
Reduzindo T: T = T
3 .
s=-3 z=1+4sT z=1l=—5— = 0.7 (D(z) estével)

b (2
len(S) T 2

4 - ;; :
/ ”_/ o MOPEONEMTO Re (&)

A //‘\ PEPEMNOS DE T
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4.3. Integracao Numérica — Backward Euler

b
s+a

EXEMPLO #9: D(s) =

P - awl®) + byis)

- aw(g) + byle) |

iG‘—u.T

Area do retangulo: T(—au(kT) + by(kT))
w(kT) = u((k — 1)T) — aTu(kT) + bTy(kT)

1+ aT)u(k) = u(k — 1) + bTy(k)
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Y I+al —2 T ~  1-z1
(2) +a z ; ta
b b
D(z) = — D(s) =
z—1 ta s+a
Tz
. D(z) = D(s) 1
Backward Euler: = 1 z =T
Tz
ln 1S)
/ y T
/A |
b ! /
A B :
/ ey Re(s) O MoPEAMERTTO
y / J OEPENDE DE V.

Este mapeamento nao tem o problema de estabilidade visto antes (forward FEuler), mas o
circulo unitdrio nao é aproveitado por inteiro.
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4.4. Integracao Numérica — Transformacao Bilinear

(Trapézio, Tustin, Newton)

—aw(®) + by@)

|

EXEMPLO #10: | AN

b —axn(B) * by(r)

s+ a

|G=wT

D(s) =

2 (—au((k — 1)T) + by(k — DT) — au(kT) + by(kT))

Area do trapézio:

u(k) =u(k— 1)+ % (—au(k — 1) + by(k — 1) — au(k) + by(k))

b(1+271)

Y = T T =T
(2) 1+ a2 B (17 a2 >z‘1 T(17’2_1)+a(1+z—1)
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b b
D) = —5—F = te | 2 =-1 D) = —14
T “1+z1 ¢ T 241
1+ T
s
Bili ) D(z) = D(s) 2
ilinear: 9 .1 z= T
RS 1= 5 °
™ Imis)
- //
Sakar = T
// :Le(s)
7 P O MoPEANE~TO
pyay pepenOE DE T.
d &= ( mote ave N&é%:eg\.

@ Sem problema de estabilidade;
@ Aproveita o circulo inteiro;
@ Problema: distor¢do em frequéncia (warping).
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4.4.1. Warping

Qe
D —
&) =—Ta.
2z
1 DLy
L

Resposta em frequéncia (s = jQ): S
Amostragem: 2 &2

we — Q¢

_ _ _ — O filtro D(z) equiva-
we = 2 Qs 2. 27 /T 2 — ( lente tem we = T,

EEL760 — N




Considere 2. = 40 rad/seg e Qs = 320 rad/seg
EXEMPLO #11: 27 ™

(entdo T = 330 = 160 seg).
w ™
We 160 X 40 = 1 rad.
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Transformagcéo bilinear aplicada a D(s): D(z) =

2 z—1
T z4+1 + 9
. ; : Q.
Resposta em frequéncia (z = e/%): D(e/¥) = 3 .
T “gor1 T 2
Qe
Jw Jw —jw
2 2 2
2 e e -e
Q
T Jw Jw —jw tike
e 2 e 2 +e 2
; Q
D(el*) = <
. w
J ( tan( B )) + Q¢

EEL760 — Not
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T
160

EXEMPLO #12: Q. =40 rad/sege T = seg.

407
320

Entao: we = 2arctan ( > = 2arctan (%) = 0.75 rad (# /4 rad).

Mas queriamos que, com T' = # seg, a frequéncia de corte de D(z) seja we = Z rad.
Entdo: Q 2 m/4 42 rad/ ( ing)
do: = a = 42 rad/se «—— (pre-warpin
" °T 60\ T2 & P pms
N—_———

N——
101.9 0.4142
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- Qr .
Obs.: a relagdo w = 2arctan (T vale para todas as frequéncias do eixo s = jw e do
circulo unitario z = e7“, e nao sé para as frequéncias de corte:

2

s z—1 I 2 a
= V— — a =
T T z+1 J T
Jw Jw —jw
2 2 2
e e -e . tan [ 9
Jw Jw —jw J 2
e 2 e 2 + e 2

2t . 2 ( srosTancen ) -
Qg .

Z2atan (_{:L_T\ { Bivmess ) .
= /

/




. Equivaléncia da Resposta ao Degrau

' (keT) 2 up(w)
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Assumindo y(t) como sendo um degrau unitdrio(*):

0 v = 2

Q ut)=L"1 {@]
@ up (k) = u(kT)

Q Up(2) = Z [uy]

@ Lembrando que y(kT) sao amostras de um degrau unitério (y(k) é um degrau
discreto):

(*) Obs.: é um método aproximado, porque y(t) ndo é um degrau unitério, nem é
constante por partes.
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EXEMPLO #13: D(s) =

s+2
D(s) 1 1
s = s + s+ 2
u(t) = (1 — e 2H)u(t)
wa (k) = (1 — =2 (k)
Ua(z) = ( 1 71Z71 -3 6—12Tzfl >
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. Discretizacao no Espaco de Estados:

Dado um sistema continuo, linear e invariante no tempo:
x=Fx+ Gu
y=Hx+ Ju

x(to) qualquer.

Temos:

t
x(t) = eF(t_tO)X(to) +/ eF(t_T)Gu(T)dT
to
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Obs.: célculo de y(t) no dominio do tempo

1) Solucdo de x = Fx + Gu

Série de Taylor: x(t) = x(0) +%x(0) + ...+ x(")n# +
x(0) = Fx(0)
%(0) = Fx(0) = F2x(0)

F2t2x(0 F7t"x(0
Fex© o _F'x(0)

x(t) = x(0) + Ftx(0) + 30 L. o

+...= eth(O).
1B) x(0) = 0, entrada u(t) — supomos x(t) = eFtv(t):

FeFiv(t) 4+ eFiv(t) = FeFv(t) + Gu

v(t) = e FtGu

v(t) = /Ot e FTGu(r)dr — x(t) = /0 FU=T) Gu(r)dr
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2) Célculo de eFt:
a) Série de Taylor e Forma de Jordan

F2t2 F3t3
Ft _
e —I+Ft+T+T+

eFt = -1 [(sI - F)_l] ‘

b) Transformada de Laplace:

EXEMPLO #14: F = { ’(1) _; }

s+ 2 1 1 1 1
JFt — -1 0 s+1 -1 s+1 s+1 s+ 2
- 52 +3s+2 - 1
0 -
s+ 2

Obs.: solugdo de y(t) via transformada de Laplace:

X(s) = (sI - F)"1x(to) + (sI— F)"1GU(s)

t
x(t) = eF(t=to)x(tg) +/ P Gu(r)dr

to
25-set-2009
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4.6. Discretizacao no Espaco de Estados

(continuacao do Slide # 196)

t
x(t) = eFt—t0)x(to) + [ X Gu(r)dr

to

Se a entrada for um pulso constante de largura T e se conhecermos x(tp), entdo podemos
calcular x(¢o + T') facilmente:

t
x(t) = eF(t’tC’)x(to) + |:/ 6F<t77)GdT:| u(to),seto <t <to+T

to

s (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula
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x(to+T) = e¥Tx(tg) +

totT F(tog+T1 — 1)
/ e T~ Gd7| u(tp)
t

0

v=to+T —7
T=tg—v="T
T=to+T — v=0
dr = —dv

z(to +T) = eFTx(to) — [/0 eF”de] u(to)

T

T
x(to+T)=eFT + / eFTGdr.u(to)
0
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‘ wiey

aluery 4 Tr T

| wie)

i o e P

wr wKTaT _—r‘
PULSe Gevducs (do= WT) !

ERTROED CONSTANTE PR PARTES
T
x(kT 4+ T) = ¥ Tx(kT) + U eFTGdT] w(kT)
0

y(kT) = Hx(kT) + Ju(kT)

Ent&o, se u(t) é constante por partes => é possivel calcular x(t) e y(t) de forma ezata nos
instantes t = kT":

x(k+1) = eFTx(k) + {/OT eFTGdT] u(k)

y(k) = Hx(k) + Ju(k)
De forma abreviada:
x(k+1) = ®x(k) + Tu(k)

y(k) = Hx(k) + Ju(k)
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);( =Fsx+ Gay
Assumindo que um compensador D(s) é descrito por

u=Hgx+ Jgy
O compensador D(z) aproximado é dado por:

x(k+1) = ®4x(k) + Tay(k)

u(k) = Hax(k) + Jay(k)
T
Onde: ®;=eFT e Ty = / e¥aT G dr
0

Obs.: estes resultados nao sao exatos, porque a entrada y(¢) do compensador
nao é uma funcdo constante por partes.
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Exato:

-
wltd e X (WY ———> ¢ (W)

el i ;l

WA 2 B ) + Dt ‘»«—— ®a (W)

v vl

u(t) é constante por partes — x (k) = xp (k)

Aproximado:

x>

s
/T ~
Y ) P LTy —= X (e

e S = RIS
: (- nt+ ool

1 o= - )?é(l‘-\
[/ 9) Quwmans= Pax b T‘éjpd\i\,,
| bl

|
> 9lwd

y(t) “constante por partes” (ndo é) — Xp (k) ~ xp (k)




4.6.1. Resposta y(k) (ou u(k)) e Funcao de Transferéncia G(z) (ou D(z)),

a partir das Equacoes de Estado Discretas

x(k + 1) = ®x(k) + Tu(k)
y(k) = Hx(k) + Ju(k)
x(0) qualquer

Aplicando a transformada Z unilateral & equagao que define x(k + 1):

zX(z) — 2x(0) = ®X(z) + I‘U(z)
X(2) = (21 - @)7'TU(2) + (21 — 1-X (atengdo ao fator z).

Entao:

daqui obtém-se
y(k) usando

a transformada

Y(2) = H(zI— ®) ' TU(2) + JU(z) + H(zI — &)~ ! 2X(0) ‘

7 inversa
Funcéo de transferéncia: G(z) = Y(z) — ’ GR)=HGEI-®) T +J
Y COR
Para o compensador: | D(z) = Hy (21 — ®4) ' T4 + Jg ‘ (D(z) =U(2)/Y(2))
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bs+ 7 2

EXEMPLO #15: D(s) = —y a5 = —— 5+

Encontrar aproximacao discreta D(z) pelos dois métodos:
a) Discretizag@o no espago de estados

b) Equivaléncia na resposta ao degrau

s+ 2

-7 0 para os casos em que F nao
} é diagonal, usar £~1 [(sl — F)’l]

EEL760 — Notas de Aula
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D(z) =Hy (21— ®,) ' Ty

_ 1—e T

z—e T 0 !
p=[2 31|75 _Var Lo

z—e T 0

[ 0 5 e—2T 1—e T
D(Z) = [ 2 3 } (z—e-T)(z—e—2T) ; (1 —6_2T)
3
Numerador:  2(z — e 2T)(1 —e™T) + 5 (z—e 1)1 —e2T)
z (2 —2e T —+ % — %efQT) —+ (72672’1—' —+ 2¢ 3T _ %eiT —+ %efsT)

2

=T —217 -1 2 —217
( 2 2e 2 & z 4+ e € +

673T>

D(z) = 22— (e T +e 2Tz 43T
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D(s) 55+ 7 7/2 -2 -3/2

b) s - s(s+1)(s+2) s + s+1 + s+2
u(t) = <% — 27t — 2 e 2t> u(t)
up (k) = <—; —2e Tk _ —; e_QTk> u(k)
7 z z 3 z
UA(Z)_<T' z—1 -2 z—e T 2 z—e T )
_oz—1 7 2(z—1) 3 (z—1)
D(z) = z Ualz) = 2 (z—e 1) 2 (z —e2T)
Num.: ; (z—e TY(z—e?T) =2z - 1)(z — e 2T) - ; z=1(z—eT)=
122(7; 72772 )+z(7 g 87T77’; 672T+2+2672T+7g =+ g efT)
+ 7 e—3T _ 92T 3 =T
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Parte II — Introducao ao Controle
em Tempo Discreto

5. Representacao de Sistemas Discretos
no Espaco de Estados
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Revisao de Equacoes a Diferencas

a) Equagdes a Diferengas no Formato Atrasado:
y(k) +ary(k — 1) + ... + any(k — n) = bou(k) + biu(k — 1) + ... + bpu(k — n)

y(—1), y(=2), ..., y(—n) sao dados (n > 0)

Solugado em forma aberta:

EXEMPLO #16A: y(k) = ay(k — 1) + bu(k); y(—1) = «; u(k) degrau unitério.

y(0) = ay(—1) + bu(0) =aa +b
y(1) = ay(0) + bu(1l) = a’a+ab+b
y(2) = ay(1) + bu(2) = a®a + a’b+ab+b

y(n) = ay(n — 1)+ bu(n) = a"+a + ( T—a

=
NgE
o

ak> b=a"tla+

EEL760 — Notas de Aula 25-set-2009
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1—a l1—a

v =[(a- 20 a4 2w
EXEMPLO #16B: Solucgao direta para o EXEMPLO #16A, usando a transformada Z:

Y (2) = a(z71Y (2) + y(—1)) + bU ()

Obs.: Z ylk—1)z"F =271 Z gDzt l=k—1)
k=0 l=—1
_1 b
Y(2) =az" 'Y (2) + acc + T
ax b
Y(2) = 1—az"1 + (1—az"DH)(1 -2
—ab b
aq 1—a 1—a
Y(z) 1—az"! 1—az"! + 1—2z"1
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b) Equagdes a Diferengas no Formato Adiantado:
yk+n)+aiylk+n—1)+...+any(k) =bou(k +n) + biu(k+n—1) + ... + bru(k)

Condigoes iniciais sao dadas: y(n — 1), y(n —2), ..., y(0) (n > 0)

EXEMPLO #16C: y(k + 1) = ay(k) + bu(k + 1)
u(k) degrau unitdrio; y(0) = aa + b (condicéo inicial « y(—1) = «)
Passando pela solugdo em forma aberta:

y(1) = ay(0) + bu(l) = a?a +ab+b
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EXEMPLO #16D: Solugao direta para o EXEMPLO #16C, usando a transformada Z:

bz

(Y (2) = y(0) = a¥ (2) + ———
N——
Zlu(k)] = Zlu(k+1)] = Z%

bz

(z = a)Y(2) = (aa+ b)z + ———
[ bz

Y(2) = (aa+b)———— + EEDeEy
R e

y(n) = <aa+b— 1b> a4 2| u(n)
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Formato “com avancgos” — espaco de estados, controle digital

Y(z)  bo"+biz" 4+ by
U(z)  2"+a2" ' +.. +ap

Formato “com atrasos” — filtros digitais, processamento de sinais

Y (2) bo+ b1zt + ..+ byz"

U(z)  14az '+ +apz™
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5.2. Representacao no Espaco de Estados

Dadas equagdes a diferengas e condigdes iniciais (como na Segao 5.1), obter representagao:

x(k + 1) = ®x(k) + Tu(k)
y(k) = Hx(k) + Ju(k)
x(ko) = %o
{ y(k+3) = 3y(k+2) + 3y(k + 1) — y(k) = u(k)
EXEMPLO #17:
yO)=a  y()=8  y(2)=7
y(k+3) —3y(k+2)+3y(k+1) —y(k) = u(k)
N—— N— =

1 x2 z3

.’Dg(k —+ 1) = .'Eg(k)
:Eg(k + 1) = xl(k)
z1(k 4+ 1) = u(k) + 3z1(k) — 3z2(k) + z3(k)
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3 =3 1 1
xk+1)=1]1 0 0 |x(k)+ ]| 0 |u(k)
0o 1 0 0

Logo: ¢ y(k)=[0 0 1 |x(k)

21(0) ot
x(0) =] =2(0) | =] B
L x3(0) «
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5.2.1. Forma Canonica Controlavel

y(k+3) +a1y(k +2) + azy(k + 1) + agy(k) = bou(k + 3) + bru(k + 2) + bou(k + 1) + bgu(k)

Y(z)  bo2®+b122+baz+b3  E(z) Y (z)
U(z) =~ 2Z2+4+ai12’+azz+az3 ~ U(z) = E(z)
E(z) 1

U(z) ~ z22+a1z’2+asz+as

e(k+3) + are(k + 2) +az e(k + 1) +az e(k) = u(k)
N——— N—— ~—~
z1(k) z2(k) z3(k)

z1(k) —a1  —az —ag 1
x(k) = |: z2(k) :| — x(k+1) = |: 1 0 0 :| x(k) + |: 0 :| u(k)

z3(k)
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b b b
bo <z3 + bl 22 4+ b2 z+ b3 >
Y(2) = o 0/ U(2)
22 +a12° +asz+ a3z

U(z)

Y (2) = boU(2) + [(br = boar)=* + (b2 = boaz)z + (bs — boas)] — g —7 = ———

y(k) = (b1 — boar)e(k + 2) + (b2 — boaz)e(k + 1) + (bs — boas)e(k) + bou(k)

z1(k)
y(k) =[ b1 —boar ba—boaz bz —boaz | [ z2 (k)
z3(k)

+ bou(k)
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Para ordens mais elevadas:

—a1 —as —an 1
1 0 0 0
Boc = 0 1 cee 0 Tee = 0
0 0 0 0
Hce = [ b1 — boay ba — bgas s by, — boan ] Jee = bo

Diagrama de blocos:

EEL760 — N



s sobre a Representagao no Espaco de Estados

Para cada um dos assuntos a seguir, usamos os mesmos métodos que foram usados para os
sistemas em tempo continuo:

o

(2]

Para o célculo de funcéo de transferéncia (Y (z)/U(z)) e solugdo (y(k)) das equagdes
de estado em tempo discreto, usar os resultados da Secao 4.6.1.

Controlabilidade: C = [ I &r ]

. H
Observabilidade: O = |: He }

Transformagoes lineares T para FCC, FCO, FCM, etc.
FCM - formas modais com matriz ® diagonal

ac(z) — projeto de K: |21 — ® + TK| = ac(z)

ae(z) — L

Posicionamento dos zeros em malha fechada
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T2/2

xer=[ o 7 [xw+ | T2 |

EXEMPLO #-18:
7#* yk)=—[ k1 Ky ] x(k)
Poélos desejados: z1 e zo0 = —0.6 £ 0.25

ac = (2+0.6+0.25)(2 +0.6 — 0.25) = 22 + 1.22 + 04

\zIf¢+FKI=HZ_1 - ]+{T2/2}[k1 k21’=

0 z—1 T

2 2
—1 k -T k
_| z + 5 1 + 5 k2
Tkq z—1+4+Tko

2 3 3
kiko + T2k1 —

k1 +Tk2)Z+1—Tk2— kikz
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2

-2+ 5 kl—l-TkQ:l.Q
— 2Tky = 3.8
T2
5~ Tks+1=0.4
5 1.9 2.6
Entao: ky = T e T%k =26 — k) = 77

Considerando T' = 0.1, temos K = [ 260 19 ]

Ver no website — Lista de Exercicios #8 e Projeto #2
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Parte II — Introducao ao Controle
em Tempo Discreto

6. Projeto Exato
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6.1. Discretizagao de G(s)
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BlEy SaoEe A SN 4SS Sivice, wled

VA

clwd

———»@———-’- oM F L@__/ > DalW = 91wy
L w+) 3‘{3
I~ - W [em=z] o0

A
(%D DOBSS s’axm?sﬁ'. V. ESVWVAERRID oo AESPOSTA on DEC

uiny

2. ovsav.e:n'ta@ ND ESPRGS O ESTOOOS

,
5 P AEPRESEAT al®) e
G S = o me\ﬁ . PR A PUSNTO ?

excTR , PORAVE W& £ conSTONTE Poz PARLTES.
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1A) Equivaléncia na resposta ao degrau, para o compensador:

wuit)
HlED

T ol |
| £ 3
l——/-—_.l DX | wplw)

B lwT) = 9lwy

) W) = U v
il s i

EEL760 — N

BIE) DS (NS &) ;
wley = 27 (3_«3_'\

s _/
Wy = w W)
QR = & T walwd

VIwW) DESS

Optay = o ()
e

Coa ) 2w (W) ’2

D) = (i%) O




B) Equivaléncia na resposta ao degrau, para a planta
9 16
wiwy _>L___ u.\t\ (GIT)‘\» /‘J-}”so(\n\ =, W N T
L;

ywe = £ f 6(3\1
6(%3 — 9plwy | =]
5 ) =
wive S V0 = g (wT)

Yalev= & [m(m}

u )y PESRD

Yoy =

1
o
o
v

Pows Qe Da (W) =

EE
2p (W) L=>

s(a-—x RN D
2

/
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2A) Discretizagao no espaco de estados, para o compensador:

N - =2 v g RIwTy = Ratw) ( esTeve Do comPEm -
—_— = © —
< < SDD-:{Z.)

R

NI . T 95642(&\-*\';\9(\::_\5* %o W)

L Slur) = 9wy

. I ~
B cansTonTe PO PoLTES (NS e,> . Pos @ue XA (W 2 xg(w)

— v
a7 B
fs= e Q:X e 2 8 d8
o

(UFRJ) EEL760 — Not



2B) Discretizagao no espago de estados, para a planta:

L
)

x.\(’é.\ 1’
7(' = Fx ¥ Gu [»—«—/————H> X (wTy = "A(w\

( esTovS DA PUSNTS)

i
LJ.__; ® (wa) = Sﬁx\w\ $ \"ulv-q‘—_" X (W

alwr) = alw

wwy

S ulE) ComsTANTE POl POATES (ow) . PARS QNE Yo lW) T xplw) .
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Enquanto que (1A) e (2A) sdo aproximagoes (D(z)) para D(s), os
resultados dos itens (1B) e (2B) sao descrigoes ezatas (G(z)) para a
planta G(s) precedida por um ZOH e seguida por uma chave. O
compensador D(s) nao é precedido por um conversor D/A (ZOH).
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Obs.: detalhes sobre o ZOH (zero-order hold):

Sao equivalentes:

9i&

(€) i
@ Wy YWy B = / .

—fwl—=" ¢ e

DI = o (W)

Considere:

U & 1wy Ul wier - wre-7Y)
— 3on >
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Considere também o bloco “pulso retangular” Z(s):

e >

N i - S TF

+ Y

~-sT
ug S o (e - (t-7Y) 2(3) = \74 e }

u(k) = (w(0),u(1),u(2),...,uk),...)

w* () = u(0)5(t) + u(1)d(t — T) + ... + u(k)d(t — kT) + ...

Considere ainda:

wiwy

. = ©
Entdo: Eb_ﬁ\__ﬂs‘ = CAaaLE: — Fo?‘ )

A
L uu*( )

Us(s) = > u(k)e ™" = U(z)

k=0

U(s) = <i) U(z)

S

z=esT

z=esT
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k

EXEMPLO #19: G(s) = Ry

i k=472 4+ 1 (note que wp, = vk ~ 2 + 0.08)

Calcular G(z), pelo método da equivaléncia na resposta ao degrau

1 _ G(s) 4r? +1
Uls) = s —Y(s) = s s(s+1+j42m)(s+1—j2m)
—27 —3 -2+
1 4 4
YO)=—+—iitor T s31-gon
s —j
Sei B= 4 T2 + A
ejam:
a=1+4 3527

Re(Be—a*T> :ReK _21 + 4_7Z )(cos(27rT)+jsin(27rT))e_T}

- = <cos (@rT) - w>

y(t) = (1 + Be—oT 4 B*e_a*T> u(t)
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y(kT) = (1+ BemTk 4 Bre=a Th) u(kT) = y (k)

YAR) = ——7 po—— p——
G = (2L ) vpe) =1 1 b B
@ = (Z) @ =14 -1 |+ ——

_ Bz — Be=%'T 4 B*z — B*e—aT
- Z2 _ (efaT + efa*T)Z + efaTefa*T

_ 2Re(B)z — 2Re(Be=2"T)
22 _ [2Re(e*“T)]z + 672Re(a)T

Note que: Re(B) = —1/2; Re(e™ ") =e Tcos(27T); Re(a) =1
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2
22 — [2e=T cos (2nT)] z + e~ 2T

Gy =1 (z—1) {z _e T <cos (2rT) — M)]

[0 e (conammy 4 2R@TD Y] omaT o7 (con ) - 22T Y

2 2
G =
(=) 22 — [2677‘ cos (27TT)} z+e 2T
SeT =0.1
Gy = 018332 + 01713  0.1833(z + 0.9347)
#) T T T 146412 + 08187 22 — 1.4641z + 0.8187

s (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula 25-set-2009
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No MATLAB:

>

v

>>

>>

>>

>

v

>

v

>>

>>

>>

>

v

>>

>>

>

v

clear all;

% Simulacao da Planta Continua
a = 0; b = 15; pts = 1000; stp = (b-a)/pts; t = a:stp:(b-stp); u = stepfun(t,5);
k = 1 + 4*pi2; num = k; den = [1 2 k]; sys = tf(num,den);

1sim(sys,u,t-5);

% Simulacao da Planta Discretizada (Calculo pelo MATLAB usando c2d.m)
a=0; b=15; stp = 0.1; t = a:stp:(b-stp); u = stepfun(t,5);
sysd = c2d(sys,0.1,’zoh’);

hold on; lsim(sysd,u,t-5);

% Simulacao da Planta Discretizada (Calculo Manual do EXEMPLO # 19)
sysd2 = tf£([0.1833 0.1713],[1 -1.4641 0.8187],0.1);
hold on; lsim(sysd2,u,t-5);

axis([0 4 0 1.71);
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Linear Simulaton Results

Amplitude

I 1 1 I
0 0.5 1 1.8 2 2.5 3 3.5 4

Time (sec)

et-2009
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EXEMPLO #20: Cancelamentos entre pélos e zeros de G(z) do EXEMPLO #19.

ar? 4+ 1
— 2 — —
Note que wp, = V47n2 +1 =27nf, (G(s)— T2t @10 >
fn ~ 1 Hz — frequéncia de amostragem fs ~ 2 Hz (T = 0.5 seg).
in (27T
a=1-—eT <cos (2nT) + M)
2m
in (27T
Gz) = az+b com b=e2T — ¢ T (cos (2nT) — %)
T 22 tez+d T

c=—2e"T cos (2nT)

d=e2T

0.1833z + 0.1713

27— 14641 1 08187 (pdlos: 0.73 £ 0.535)

T=01— G(2)=

Experimente T'= 0.5 seg, T'=1.0 seg e T' = 2.0 seg.

237 / 267
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T = 0.5 seg:

() = (1+e0%)z4el4e 05  (14e708)(z4e05) 14e-05
= 22 +2e 05241 T (z4e 08 (24 07) Z+c 05
Pélo: z = —0.61
T = 1.0 seg:
Gy o (mehete? et | (lmeeoe) | 1oe
DT T e e Ge e ) et
Pélo: z =0.37
T = 2.0 seg:
G(z) = l-ezt+e*—e2  (1-e2)(z—e?)  1-—e2
T e e G eD Tz
Pélo: z=0.14

. Gom

(UFRJ)
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k

C L 42
T i o5k s k=4nm° + 1

EXEMPLO #21: G(s) =

Discretizacido no espago de estados: calcular ® e I'.

j@dn® +1) —j(4n® + 1)
4 4
GO = —Tit2r vt sriog2n
R (CU ) _ . A A
Scjam: A = 4 ep=—l-jm — Gls) = s—p | s—pr
0 A
FCm:{O p*:| GCI’II:|:A*:| Hcmz[l 1}

T T pT 0 A T AePT
_ F _ e _ e
= /0 e M”Gemdr = /0 { 0 P T } { A* } dr = /0 { Arep™T } dr
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A
et 2 435
2t TS (1 — ePT
r— b 0 _ 4w (1=e) _ { a(l —erT)
- - 27 — j x T ar(1—er'T)
* T _ -pT
A* er’t 4 (1—e? )
p 0
Obs.: controlabilidade, C = [ r &r ]:
c— a(l —ePT) aePT (1 — erT)
T a1 —eP'T) areP’T(1—er'T)

IC] = aa*eP T(1 — P T)(1 — ePT) — aa*ePT (1 — P T)(1 — ePT)
IC] =0 —— &' T = T

Entao e(—1-32m7T — ¢(=1+52m)T,

cos (27T — jsin (27T) = cos (27T) + jsin (27T

,T:l,T:i,T:Zetc.

sin(27T) =0 — T = 5

2

(compare com o EXEMPLO #20)

. Gom (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula 25-set-2009
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EXEMPLO #22: substituindo 7'= 0.1 em ® e I' do EXEMPLO #21:

H— 0.7320 — 0.53195 0
o 0 0.7320 + 0.5319j

[ 0.0917+0.2872;
= | 0.0917 — 0.2872;

0.18332 +0.1713
2% — 1.4641z + 0.8187

G(z) =H(zI-®)"'T' =

>> [num,den] = ss2tf(phi,gamma,[1 1],0);
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. Projeto do Controlador no Espaco de Estados (K)

) x(k + 1) = ®x(k) + I'(k)
Planta: { y(k) = Hx(k)
Realimentacao de estados: u = —Kx(k)

(k+1) = (& — TK)x(k)

X
Malha fechada: { y(k) = Hx(k)

Queremos: det (21 — ® + I'K) = a.(2)

Pelo método dos pdlos dominantes:

81,82, ...,8p — 21 = eslT, zo = 652T, vy Zn = esnT

Este é analogo ao problema em tempo continuo.

1. Célculo direto de K
Solucdes: 2. Transformagao direta para a forma candnica controlavel
3. Férmula de Ackermann

x(k+1) = (& — TK)x(k) + T Nr(k)

Aplicacao da entrada de referéncia:
plicas { y(k) = Hx(k)
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0.1833z + 0.1713

EXEMPLO #23: G(z) = 22 1.46412 1 0.8187

Encontre Kcc para colocar pélos em z = 0.1 e 2 = 0.2 — ac(z) = 22 — 0.3z + 0.02.

Solugdo: Kec = [ 1.1641  —0.7987 |

Usando u = —Kc¢ex +r (N = 1), temos em malha fechada:

x(k+1)={ 03 —002 }x(k)Jr{ 0 }r(k)

y(k)=[ 0.1833 0.1713 ] x(k)

Y (z) 0.1833z + 0.1713 o Y(z) N
- — lim ——— = 0.4925 — N = 2.030
R(z) 22 —0.32 + 0.02 o R(z) 04925
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0.1833z 4+ 0.1713
22 — 1.4641z + 0.8187

EXEMPLO #24: G(z) =
Usando FCC, colocar ambos os pélos em z = 0 — ac(z) = 22 <n0te: lim T = 0>
S§— —00
Solugao: Kcc = [ 1.4641 —0.8187 ]
Em malha fechada (com u = —Kecex + 7):
0 0 1
x(k—i—l)f{ 1 O}X(k)—i—{o}r(k)

y(k)=[ 0.1833 0.1713 | x(k)

Y 1 171 v i
(z) _ 018332 0T3S VG st
R(2) z z—1 R(2)
v Y 51 4831
Usando N = 2.8201: (#) _ _0.51692 42» 0.483
R(z) z
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Y(2)
R(2)

y(k) = 0.51697(k — 1) + 0.4831r(k — 2); y(—1) =0; y(—2) =0

= 0.5169z~! +0.48312z—2

y(0) = 0.5169r(—1) + 0.4831r(—2) = 0
y(1) = 0.51697(0) + 0.48317(—1) = 0.5169

y(2) = 0.5169r(1) + 0.4831r(0) = 1.0000

Novidade:

Controlador dead-beat: ac(z) = 2™
Resposta ao degrau com erro igual a zero em no méximo n amostras (em tempo finito).
A saida alcanga a entrada de referéncia (degrau unitdrio) em n amostras.

Temos (¢ — TK)" = 0.
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. Projeto de Estimadores de Estados (L)

o Estimador de Predicao

o Estimador Atualizado

o Estimador de Ordem Reduzida
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.1. Estimador de Pre

E o que vimos antes. Em malha aberta:

XI\A)

wind

Gy
Lo

R(oy V‘ R 1wy

x(k + 1) = ®x(k) + T'u(k)

%(k +1) = ®x(k) + Tu(k)

%(k + 1) = ®x(k)

P: sistema estdvel = klim %(k) = 0 (convergéncia lenta)
— 00
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Em malha fechada (estimador de predicéo):

atud abned b
L
' \ |
l Rien

~ ~ |
®xiw VW)
( ‘ ¢,n \T_—_‘_)‘ H|—

b= 1

—

x(k+1) = ®x(k) + Tu(k)

%(k + 1) = ®%(k) + Tu(k) + L (y(k) — Hx(k))

%(k+1) = (® — LH) %(k)

%(k + 1) — Estimativa do estado em instante de tempo referente a k + 1.

y(k) — Medida obtida do sensor em instante de tempo referente a k.

EEL760 — Notas de Aula 25-set-2009

248 / 267



Pdélos desejados para o estimador de ordem completa: ae(z) =0

Entao: det (2.1 — ® + LH) = . (2)
1

Também representado por L, (p: predigéo)

Mesma definicao de observabilidade: det O # 0

Este problema é anélogo ao que foi resolvido em tempo continuo

1. Calculo direto de LL
Solucoes: 2. Transformagao linear para FCO
3. Férmula de Ackermann

No MATLAB: L = (acker(Phi’,H’,p))’;
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EXEMPLO #25:

@:{(1) H;r:{g];ﬂz[l 0]

Pélos do erro de estimagio: 21 = 22 = 0 (dead-beat) — ae(z) = 22

—1+1 —2
|21 — & + LH| :‘ # l2+ ! 1 ‘=Z2+(ll —2)z+ (=l +2l2+1)
- 1 —1 2
Entao: l1=26l2=%:0.5—>[4= { 0.5 }
—1 2 . - 1 e
Note que ® — LH = 05 1 |¢ considere x(0) = 3 (condigao inicial qualquer)

<) =@ -tmxo = | o5 T[] =] s |

i(2):(<1>—LH)5<(0):[ —_0%5 ? } [ ;)5 }:{ 8 }
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Implementacado do estimador de predigao:

1
Espera AT
!

k—1 Enviar u(k — 1) para o conversor D/A
Ler y(k — 1) do conversor A/D
Disponiveis: %(k — 1), u(k — 1), y(k — 1)
’ %(k) = (® — LH)%(k — 1) + Tu(k — 1) + Ly(k — 1)
u(k) = —Kx(k)

T
Espera AT =T — Ty, onde
Ty é o tempo de execugdo das instrugées do loop

1

Enviar u(k) para o conversor D/A —
Ler y(k) do conversor A/D
Disponiveis: x(k), u(k), y(k)
x(k+1) = (® — LH)%(k) 4+ T'u(k) + Ly(k)
u(k+1) = —K&(k+1) —

T
Espera AT
!

José Gabriel R. Gomes (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula 25-set-2009
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EXEMPLO #26: i1 =0; ip = 0; u = 0;

Aplicar u; ler y;

Typ = —21 + 282 + 2u+ 2y
Loop: | Z9p = —0.521 + T2 + 2u + 0.5y

T1 = I1p; T2 = I9p

u = —k121 — ko@a;

Problema do estimador de predicao: “desperdicio de tempo” AT.
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2. Estimador Atualizado

O estimador atualizado usa, no tempo k, a amostra y(k) para atualizar a estimativa de x(k).

No est. de predigao: %x(k)= Px(k—1)+Tu(k—1) +L
No est. atualizado: x(k) = ®x(k—1)+Tu(k—1) (Eq. (1))
x(k) = x(k) +L(y(k) —Hx(k)) (Eq. (2))

Substituindo a Equagé@o (1) na Equacao (2), temos o estimador atualizado:
%(k) = ®%x(k — 1) + Tu(k — 1) + L | y(k) — Hx(k)
—~—
®%(k — 1) + Tu(k — 1)
%(k) = (® — LH®) %(k — 1) + (T — LHT) u(k — 1) + Ly(k)

Ou, no formato “avangado”:

%(k+1) = (® — LH®) %(k) + (T — LHT) u(k) + Ly(k + 1) ‘

(Ea. (3))
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Erro de estimacao I: x(k) = x(k) — x(k)
x(k 4+ 1) = ®x(k) + I'u(k)

%(k + 1) = ®%(k) + Tu(k) — LHTu(k) + L <y(k +1) H<1>5<(k)>
N——

!
Hx(k + 1) = H®x(k) + HI'u(k)

%(k + 1) = ®%(k) + Tu(k) + LH® (x(k) — %(k))

%(k+1) = (® — LH®) %(k) (Equagao (4))

|21 — @+ LH®| = ac(z) ouL = (acker(Phi’, (H*¥Phi)’,p))’;

Para este vetor L, utilizamos a representacao L, (atualizado).

nes (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula 25-set-2009
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Diagrama de blocos do estimador atualizado:

> 1wy — Bliwy
r‘:§ —_— !_
wul o
% » Ly 5 Y lud
— e —[r S W Seltl
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Erro de estimacao II: x(k) = x(k) — x(k)

x(k + 1) = ®x(k) + T'u(k)
%(k + 1) = ® %x(k) +Tu(k) (da Equacéo 1)
T
%(k) + L (y(k) — Hx(k)) (da Equagao 2)

%(k + 1) = ®x(k) + T'u(k) + ®L <y(k) Hx(k))
~—~

%(k + 1) = ®%(k) + Tu(k) + ®LH%(k)

%(k+1) = (& — ®LH) (k) ‘ (Equacio (4))

Entéao, obtemos a mesma solugdo L, fazendo |21 — @ + ®LH| = a.(2).

La = inv(Phi)*(acker (Phi’,H’,p))’;

nes (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula 25-set-2009
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o 1 ]im=] 3 ]iE=l1 0

Encontre L, (estimador atualizado) para que ae(z) = 22

|
EXEMPLO #27:

12 h [ 1-i 2-2,
‘I’_LH‘I’*{O 1}_{12}[1 2}*{ —l2 1—212}

z—14+0L4  —2+2
‘ Iy Z71+2ll2 ‘=z2+(l1+2lg—2)z+1—l1—>11:1;l2:0.5
La:[ 015 } Note que Lazé_le:{ (1) 712 } [ 025 }

s (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula 25-set-2009
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Implementagdo do estimador atualizado, sem “desperdicio de tempo”:

%(k +1) = (® — LH®) %(k) + (T — LHT) u(k) +Ly(k + 1)

%x(k + 1) (cdlculo parcial de %(k + 1))

T
Espera AT
1

Ler y(k — 1) do conversor A/D

Calcular %(k — 1) = %(k — 1) + Ly(k — 1)

Calcular u(k — 1) = —Kx(k — 1)

Enviar u(k — 1) para o conversor D/A

Disponiveis: x(k — 1), u(k — 1), y(k — 1)

Célculo parcial: x(k) = ®%x(k — 1) + Tu(k — 1) — LH (®%(k — 1) + Tu(k — 1))

T
Espera AT = T — T5, onde
T5 é o tempo de execucao das instrugées do loop

1
Ler y(k) do conversor A/D —
Calcular %(k) = %(k) + Ly(k)
Calcular u(k) = —Kx(k)

Enviar u(k) para o conversor D/A
Disponiveis: x(k), u(k — 1), y(k)

Calculo parcial: x(k + 1) = (& — LH®) %(k) + (I' — LHT) u(k) —
T
Espera AT ...
1

Obs.: u(k) aplicado T3 segundos apds a obtencao da amostra y(k). T3 é um pequeno atraso, que pode ser
modelado diretamente como um atraso na entrada da planta.

de Aula



Dados e L, do EXEMPLO #27.
EXEMPLO #-28:

05 0

Loop:
u=—ki1%1 — kaZo
Aplicar u;
&1 = 0; o = —0.521 + u;

. Gom (UFRJ) EEL760 — Notas de Aula
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[zl o[ o @ | ol ][ T

Wi =[1 0 ]{ Iif) ]

xp(k +1) = +] & wa(k) + Tpu(k) ‘

“Entrada u(k) conhecida”

za(k + 1) — ®aaza(k) — Tau(k) \ =&, xp, (k)

“Saida y(k) conhecida”

Estimador de predigao (para { 1 -xk) )

%(k +1) = ®x(k) + Tu(k) + L (y(k) — Hx(k))

Entao:

xp (k4 1) = @pp R (k) + Ppazalk) + Thu(k) + Li(za(k + 1) — Paaza(k) — Tau(k) — ®,p% (k)
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xp (K + 1) = @ppxp + Ppaza(k) + Thu(k)

xp(k +1) = Spp%p (k) + Spaza(k) + Thu(k) + Li(za(k + 1) — Paaza(k) — Tau(k) — @,p%p (k)

xp (k + 1) = @ % (k) + L (@41, (xp (k) — %3 (k))) = (®pp — L,p,) X (k)

Finalmente: [2I — &y, + L&, 1| = ae(?)

o 1 ]im=] 3 ]iE=11 0

|
EXEMPLO #29:

Encontre L para que ae(z) = z; mostre a implementagao.
‘I’bbfL(Dab=172L*>Z*l+2L=Z*>L:0.5

L (Cﬂa(k) — q)aawa(k - 1) — Fau(k - 1) - @abiﬁb(k - 1))

2y (k) = & (k — 1) + 2u(k — 1) + 0.5 (y(k) — y(k — 1) — 2u(k — 1) — 22 (k — 1))

2 (k) = u(k — 1) — 0.5y(k — 1) + 0.5y(k)
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Implementacao:

k—1| #p(k) =u(k —1) — 0.5y(k — 1)

AT

Ler y(k) do conversor A/D
2y, (k) = 2y, (k) + 0.5y(k)
Aplicar ao conversor D/A: u(k) = —k1y(k) — kady, (k)
Ty, (k + 1) = u(k) — 0.5y(k)
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6.3. Compensadores (K e L)

Principio da Separagdo: a equagdo caracteristica do sistema completo (usando K e L) em
malha fechada é:

|21 —® + TK| |21 - & + LH| =0

ae(z) e (2)

- Demonstragao: idéntica a do principio da separagdo em tempo continuo; { EEZ i B }

- ae(2): erro do estimador de estados de ordem completa (predigdo ou atualizado) ou de
ordem reduzida.

a) Estimador de Predigao:
x(k+1) = (® — LH)x(k) 4+ T'u(k) + Ly(k)
%(k+1) = (¢ - 'K — LH)%(k) + Ly(k) note que M = 0

u(k) = —Kx(k)

D(z) = ——2— = —K(2I— &+ TK + LH)" L

José Gabriel R. C. Gor (U J) EEL760 — Not
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b) Estimador Atualizado:

%(k+1) = (® — LH®)&(k) + (T — LHT)u(k) + Ly(k + 1)

%(k+1) = (® - LH® — I'K + LHTK)%(k) + Ly(k + 1) (assumindo M = 0)

u(k) = —Kx(k)
D(z) = % =-K(zI-®+LH® +TK — LHI"I()71 Lz

¢) Estimador de Ordem Reduzida: implementagdo semelhante & do estimador
atualizado, usando a equagao que define X (k +1). A equacdo que define X},(k+1) e
a equacao que define u(k) s@o usadas para o célculo de D(z). Como exemplo, ver a
Questao #4 da Segunda Prova Parcial de 2006/2.
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. Aplicacao da Entrada de Referéncia

@ No caso em que M = 0, a funcao de transferéncia em malha
fechada é:

ve) G
R(2) 1—D(2)G(z)

Calcular N usando Teorema do Valor do Final.

e Utilizando M qualquer: (s) — zeros que podem ser alocados. O
método é idéntico ao que foi aplicado em tempo continuo.
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6.5. Controle Integral

x(k + 1) = ®x(k) + Tu(k) + T1w(k)

Diferenca entre a saida e a entrada de referéncia: e(k) = Hx(k) — r(k). Cria-se mais um
estado:

zi(k+1) = z;(k) + e(k)

Equagoes de estado aumentadas:

ey ]=lo a [ [+l Juo-[ o Jrooe] £ Jue
T T

y(k):[ 0 H ][ ii((]f)) }

Nova regra de controle: u = 7[ ki ‘ Ko ] { :1):: }

|

K

Célculo de K: |21 — ®; + T; K| = ac(z)

José Gabriel R. C. Gor
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