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CPE-723 — Otimizacao Natural (Parte I - Simulated Annealing)

Prova Parcial — 11 de abril de 2012

Todos os itens da prova tém o mesmo valor: 1.0 ponto cada (total de 10 pontos). Tempo de prova: 2 horas.

1. (Algoritmo de Metropolis) Nesta questdo, consideramos o problema da descricdo de todas as configuragoes

2. (Simulated Annealing) Considere a fungao custo J(z) =z

possiveis de um sistema com 5 particulas em duas dimensoes. A posicdo de cada particula é definida por um
vetor x;,4 = 1,2,---,5 e o estado do sistema é definido por um vetor x contendo todas as 10 coordenadas. Duas
configuragoes particulares sao mostradas na figura do item (b). A fungao custo na qual estamos interessados é
uma combinacao linear entre a soma das normas dos vetores x; e a soma das “repulsoes eletrostaticas” entre
as particulas, imaginando o caso em que todas sao positivas:
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a) Escreva, utilizando pseudo-c6digo, uma implementagao do algoritmo de Metropolis que, para temperatura
T e a partir de uma configuracao inicial qualquer, permita a geracao de estados seguindo uma distribuicao
de Boltzmann em funcao dos seus custos J.

b) Para as duas solugdes locais a seguir, uma expressao simplificada para J pode ser calculada em fungao da
variavel escalar positiva r:
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Assumindo T' = 0.1, calcule a proporcao entre as probabilidades de um estado que tem a configuracao da
direita com r = 1.0000 e outro estado que tem a configuragdo da esquerda com r = 1.1291.
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c) Considere a definicao da varidvel aleatéria “distancia média a origem”: L(x) = (1/5) >, ||x;||. Explique
como o algoritmo do item (a) é modificado, de forma que possamos calcular o valor médio de L a uma
temperatura 1" arbitréria.

d) (0.5 ponto extra) A medida em que T diminui, o que acontece com o valor médio de L?

2 avaliada sobre os estados z = —2, —1, 0, +1 e +2.

Considere a minimizacao desta fungao utilizando o algoritmo SA baésico.

a) Assumindo temperatura fixa T, calcule a matriz de transicao M associada ao processo de Markov que se
obtém com a execucao do algoritmo de Metropolis para esta funcao custo.

b) Mostre que o vetor contendo os fatores de Boltzmann associados a cada um dos estados é igual a um
autovetor da matriz M e que o autovalor associado a este autovetor é igual a 1.0.



3. (Simulated Annealing) Considere uma situacao em que gostarfamos de dividir os oito vértices de um cubo
unitario em dois agrupamentos, de modo que o erro quadratico total entre os centros dos agrupamentos e os
membros dos agrupamentos seja minimizado. Considere que os vértices sao numerados da seguinte forma:

e também que os agrupamentos sao definidos através de um vetor x bindrio de comprimento oito. A i-ésima
componente de x é igual a zero se o vértice i pertencer ao agrupamento zero. E é igual a um no caso contrario.
Por exemplo, o estado x = 11101000 corresponde ao caso da figura, em que os centrdides sdo (3/4,3/4,1/4)
(agrupamento 0) e (1/4,1/4,3/4) (agrupamento 1) e o custo J(x) é 4.50.

a) Baseando-se em um esquema de perturbagio que consiste em sortear uma posi¢ao do vetor x e inverté-la,
escreva um algoritmo SA bésico para a minimizagao do erro quadratico total. Defina quaisquer parametros
que vocé julgar necessarios.

b) Assumindo T' = 1.0 e o mesmo esquema de perturbacao do item (a), calcule a probabilidade de transigéo
do estado 11101000 para o estado 11100000, e também a probabilidade de transigao do estado 11100000
para o estado 11110000.

¢) A contagem dos estados conforme os seus custos é dada pela tabela a seguir:

Custo | 4.00 450 4.53 4.67 500 514 533 550 560 6.00
Nimero de Estados | 6 8 48 24 24 16 24 24 64 18

Calcule qual é a probabilidade de x = 00001111 ser gerado, quando o SA bésico atinge T' = 0.1.

4. (Deterministic Annealing) Considere um problema de soft clustering com cinco vetores de dados x = (z1, z2)
e trés centréides iniciais y = (y1,y2), definidos segundo a tabela a seguir. Considere também que a distancia
entre dois vetores é quadratica, ou seja, d(x,y) = (x1 — y1)? + (22 — y2)*.

X1 5 4
X9 4 5
X3 5 5
X4 -5 —4
X5 | —4 | =5
Y1 0 0
Y2 1 1
ys | -1] -1

a) Calcule a matriz de probabilidades p(y|x) que minimiza J = D — TH com T = 10. Calcule também os
valores dos centréides atualizados segundo esta matriz.

b) Repita o item (a) para T' = 0.1 e comente sobre qual é a diferenca.

Boa prova !



